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|. EKONOMETRIA

1. Przedmiot ekonometrii

2. Model ekonometryczny

3. Klasyfikacja zmiennych modelowych

4. Klasyfikacja modeli ekonometrycznych
5. Etapy modelowania ekonometrycznego

1. PRZEDMIOT EKONOMETRII

Termin ekonometria w szerszym rozumieniu oznacza zespOt metod matematycznych
i statystycznych stosowanych do badan ekonomicznych. W wezszym znaczeniu to
specyficzne metody statystyczne stosowane w badaniach nieeksperymentalnych. Oskar
Lange podat nastepujacg definicje ekonometrii: ,nauka o matematyczno-statystycznych
metodach modelowania i analizy zjawisk ekonomicznych”.

Ekonometria zajmuje sie badaniem obserwacji empirycznych za pomocg statystycznych
metod estymacji i testowania hipotez. Nalezy podkresli¢, ze badania empiryczne
i teoretyczne wzajemnie sie uzupeltniajg. Analizy teoretyczne poddawane sg weryfikacji przy
pomocy danych empirycznych. Z drugiej strony do badan statystycznych potrzebne sg
wskazdéwki ptynace z teorii ekonomicznych.

2. MODEL EKONOMETRYCZNY

Model to uproszczone odwzorowanie zwigzkow zachodzacych w wyr6znionym fragmencie
rzeczywistosci. Podstawowym za$ obiektem rozpatrywanym w dziedzinie ekonometrii jest
model ekonometryczny.

Zgodnie z definicjg Wiadystawa Welfego model ekonometryczny opisuje zaleznosci
zachodzace w sferze zjawisk ekonomicznych, przy czym odwzorowanie nastepuje w jezyku
matematycznym, a wsrod zmiennych wystepuje przynajmniej jedna zmienna, bedaca
zmienng losowa.

Taki formalny zapis procesu lub zjawiska ekonomicznego przyjmuje forme réwnania lub kilku
rébwnan, ewentualnie nieréwnosci, wigzacych rozwazane zmienne. Pojedyncze réwnanie
stochastyczne zbudowane jest ze zmiennej objasnianej, zmiennych objasniajgcych,
parametrow strukturalnych oraz sktadnika losowego.

Przyktad 1.

Wysokos¢ wynagrodzen ustalana jest w wyniku negocjacji miedzy pracodawcami
a pracownikami. Istotng role odgrywa w nich stopa inflacji, osiggany przyrost
wydajnosci pracy, skala napie¢ na rynku pracy (np. stopa bezrobocia) oraz inne
czynniki. Model ekonometryczny dla rozwazanego zjawiska mogtby przyjaé postac:

Ve = F (ks Xor s Xa1 5 &)

A - wynagrodzenie przecietne,

f - dowolna funkcja liniowa lub nieliniowa,

Xt - wskaznik cen detalicznych débr konsumpcyjnych,

X - wydajnos¢ pracy,

X - stopa bezrobocia,

& - skladnik losowy, bedacy m.in. sumaryczng charakterystykg efektow
pozostatych czynnikdw wplywajgcych na wynagrodzenie,

t - czas.



3. KLASYFIKACJA ZMIENNYCH MODELOWYCH
W literaturze przedmiotu uzywa sie kilku réznych nazw dla zmiennych y,x,%,,....X, .

Ze wzgledu na role przez nie petniong w ekonometrycznym modelu regresji, mozna mowic
0 zmiennej objasnianej (y) i zmiennych objasniajacych (X;,X%,,...,% ). Czesto uzywa sie
rébwniez nazw zmienna zalezna i zmienne niezalezne lub méwi sie o0 regresancie
i regresorach . W wypadku analizy przyczynowosci wskazuje sie na zmienng skutkow a
i zmienne przyczynowe . Do celéw predykcyjnych stosuje sie terminy: zmienna
prognozowana i predykatory .

W ekonometrii modeli wieloréwnaniowych ze wzgledu na zrédto zmiennosci wyrézniamy
zmienne endogeniczne , czyli zmienne wyjasniane na podstawie modelu, oraz zmienne
egzogeniczne , ktorych wartosci sg dane, ustalone, nie wyjasniane przez model. Mozna
wtedy réwniez wskazaé zmienne tacznie wspoéizale zne i zmienne z goéry ustalone .
W wypadku modelowania probleméw zwigzanych z zarzadzaniem pojawiajg sie zmienna
celowa i zmienne kontrolowane .

Generalnie zmienne wystepujace w modelach ekonometrycznych moga miec¢ charakter
zaréwno zmiennych ilosciowych , jak i jakos$ciowych (np. zmienne zero-jedynkowe).
Ponadto w dynamicznych modelach ekonometrycznych mamy do czynienia ze zmiennymi
biezacymi oraz opd znionymi .

4. KLASYFIKACJA MODELI EKONOMETRYCZNYCH

1. Ze wzgl edu na liczb e réwna n modele ekonometryczne dzielimy na:

a. modele jednoréwnaniowe — opisujg pojedyncze procesy ekonomiczne, zbudowane sg
Z pojedynczego réwnania,

b. modele wielorbwnaniowe — opisujg ztozone procesy ekonomiczne, skladajg sie z wielu
réwnan (lub nieréwnosci).

N

. Ze wzgledu na posta ¢ analityczn @ modele dzielimy na:

a. modele liniowe — sg z natury rzeczy proste (Np. y, = By + BiXy + Bo X, +...+ B X + & ); dla
tej klasy modeli istnieje szeroka gama metod estymacji i weryfikacji hipotez,

b. modele nieliniowe — ma tu miejsce ro6znorodnosé¢ form wynikajgca ze skomplikowanego

charakteru zwigzkéw pomiedzy zjawiskami ekonomicznymi.

3. Ze wzgledu na rol @ odgrywan g przez czas modele ekonometryczne dzielimy na:

a. modele statyczne : Yy, = f (X, %o--- X&) — W nich zwigzek ma charakter jednoczesny,
wiec wszystkie subskrypty majg wartos¢ t, a w zbiorze zmiennych objasniajgcych nie
wystepuje wyraznie czas’,

b. modele dynamiczne - w nich jedng ze zmiennych objasniajgcych jest czas (t) lub
wystepuja zmienne opoznione badz przyspieszone (do klasy tej nalezg m.in. modele
trendu , modele autoregresyjne ).

D

. Ze wzgl edu na poznawcze cechy modele ekonometryczne dzielimy na:

a. modele przyczynowo-opisowe —ich zadaniem jest poznanie struktury badanych zjawisk
ekonomicznych; wystepujace w nich zmienne objasniajgce majg charakter obiektywnych
przyczyn w stosunku do wyréznionych zmiennych endogenicznych,

b. modele symptomatyczne — przynajmniej niektore sposréd uwzglednionych w nich

zmiennych objasniajacych nie stanowig bezposredniej przyczyny dla zmiennej

endogenicznej danego rownania, ale sg z nig silnie skorelowane,

' W wypadku danych przekrojowych dla wyréznienia obiektéw, do ktérych odnosi sie analizowany
zwigzek, stosuje sie zamiast t subskrypty i.
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c. modele tendencji rozwojowej — opisujg one za pomocg funkcji zmiennej czasowej t
wahania zmiennych endogenicznych w czasie (tu: modele trendu, modele wahan
sezonowych ),

d. modele autoregresyjne — tutaj zmienna endogeniczna wyjasniana jest za pomocg
opo6znionych swych wtasnych wartosci (np. Y; = f (Yiq, Xus Xor v+ Xt &) )

e. modele adaptacyjne — dopuszczajg mozliwos¢ zmian struktury ekonomicznej; budowane
sg W sposob sekwencyjny, w miare naptywu nowych informacji statystycznych.

W modelowaniu ekonometrycznym zaznaczajg sie dwie tendencije:

a. modelowanie strukturalne — bedace rozwinieciem modelowania matematyczno-
ekonomicznego, nastawione na poznanie mechanizméw rozwojowych, przyczyniajgce
sie do weryfikacji i rozwoju teorii ekonomicznej,

b. modelowanie predyktywne — nie prowadzace do rozwoju teorii ekonomicznej, ale tego
typu modele odgrywajg istotng role praktyczna.

ETAPY MODELOWANIA EKONOMETRYCZNEGO

Specyfikacja réwnania modelowego:

dobdr zmiennych objasniajacych (specyfikacja statyczna),

okreslenie opdznien badz przyspieszen (specyfikacja dynamiczna),

wybér formy zwigzku (liniowa, nieliniowa) i ewentualne nalozenie warunkéw na
parametry rownania,

d. okreslenie wlasnosci sktadnika losowego (specyfikacja stochastyczna).

Punktem wyjscia przy budowie modelu ekonometrycznego sa hipotezy dotyczace danego
zwigzku, sformutowane na gruncie teorii ekonomii, wsparte dotychczasowymi
doswiadczeniami badawczymi. Hipotezy te podlegajg weryfikacji ekonometrycznej.

ooTp o

Kroki od a. do c. okreslajg tzw. strukture deterministyczng rOwnania, za$ krok d. strukture
stochastyczng. Struktura moze byc¢ stata w czasie lub zmienna.

Najczestszymi bledami specyfikacji sg: pominiecie waznej zmiennej objashiajgcej lub
wprowadzenie zmiennej bez znaczenia.

2. Zgromadzenie danych empirycznych

Dane mogg mie¢ forme:

» szeregbw czasowych (np. dane roczne, kwartalne, miesieczne, dzienne, tikowe),

= danych przekrojowych odnoszacych sie do poszczegoéinych obiektéw rozpatrywanych
w tej samej jednostce czasu (np. dotyczace budzetéw gospodarstw domowych),

= danych przekrojowo-czasowych.

3. Estymacja parametrow modelu
Wybdr metody estymacji: MNK, MNW, 2MNK...
Wybdr odpowiedniego oprogramowania: Statistica, PcGive, SPSS, SAS, gretl...

4. Weryfikacja merytoryczna i statystyczna modelu

a. merytoryczna analiza uzyskanych ocen parametréw,

b. badanie dopasowania modelu do danych empirycznych (S, S2 R, R Ws...),

C. Wwyznaczenie precyzji oszacowan parametrow strukturalnych (statystyki t-Studenta,
przedziaty ufnosci dla parametrow),

d. badanie rozkiadu odchylen losowych (losowos¢, normalnos¢, brak autokorelacji,

homoskedastycznosg).

5. Ekonomiczna interpretacja uzyskanych wynikéw



Il. DOBOR ZMIENNYCH OBJA SNIAJACYCH DO MODELU
EKONOMETRYCZNEGO

1. Zasady doboru zmiennych

2. Metoda eliminacji zmiennych quasi-statych

3. Metoda analizy macierzy wspotczynnikow korelacji
4. Metoda Hellwiga doboru zmiennych do modelu

1. ZASADY DOBORU ZMIENNYCH

Zazwyczaj zestaw zmiennych, ktére majg wystapi¢ w modelu w charakterze zmiennych

objasniajacych nie jest okreslony jednoznacznie. Wynika to przyktadowo z:

= malo precyzyjnej teorii ekonomicznej,

= wiekszej liczebnosci zbioru potencjalnych zmiennych objasniajacych niz liczba
dostepnych obserwaciji.

Metody doboru zmiennych objasniajgcych do modelu sktadajg sie z dwbch elementow:
1. kryterium, na podstawie ktérego mozna porownywac rézne zestawy zmiennych,
2. sposobu ,przegladania” zbioru potencjalnych zmiennych objasniajacych.

Ad 1.

Tu stosuje sie mierniki jakosci modelu (np. wspotczynnik determinaciji) lub ich zestawy (np.

wspotczynnik determinacji + wymaog statystycznej istotnosci ocen parametrow).

Ad 2.

* metoda eliminacji a priori (zaczynam od jednej zmiennej i ewentualnie dokiadam do
modelu kolejne),

» metoda selekcji a posteriori (zaczynam od modelu ze wszystkimi zmiennymi, potem
usuwam kolejno najgorsze z nich),

» metoda przegladu bezposredniego (badanie wiasnosci wszystkich kombinacji zbioru
potencjalnych zmiennych objasniajgcych i wybér najlepsze)).

2. METODA ELIMINACJI ZMIENNYCH QUASI-STALYCH
Miarg poziomu zmiennosci zmiennej jest wspotczynnik zmiennosci:
S

Vi=—
Xi

m m }é
gdzie X =ﬁ2xit jest $rednig arytmetyczng dla zmiennej X,, a § :[ﬁZ(Xn —X)ZJ
t=1

= t=1
odchyleniem standardowym zmiennej X; .
Po ustaleniu przez badacza wartosci krytycznej v’ przyréwnuje sie ja do wartosci
wspotczynnika zmiennosci dla danej zmiennej. Jesli v, <v', to zmienna uznaje sie za quasi-
stalg i eliminuje ze zbioru potencjalnych zmiennych objasniajacych.

3. METODA ANALIZY MACIERZY WSPOLCZYNNIKOW KORELACJI

Niech Y — zmienna objasniana, Xi,...,X,— potencjalne zmienne objasniajgce (,kandydatki”),
n - ilo§¢ obserwacji na zmiennych.

Metoda analizy macierzy wspoétczynnikéw korelacji polega na wyborze takich zmiennych
objasniajgcych do modelu, ktére sa silnie skorelowane ze zmienng objasniang i jednoczesnie
stabo skorelowane pomiedzy soba.
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Przypomnienie:

Do badania zaleznosci dwoch cech mierzalnych stuzy wspotczynnik korelacii
liniowej Pearsona . Jest to stosunek iloczynéw odchyleA wartosci zmiennych od
Srednich arytmetycznych do iloczynu liczebnosci zbiorowosci i odchylen
standardowych tych zmiennych:

2Ry -y) _coyy, D (% -NAy =)
naay %0y 3 =02y -9

Xy

gdzie:

My — wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona,

n — liczebnosé¢ proby,

XYy, —wartosci zmiennej X i zmiennej Y,

X,y — $rednie arytmetyczne zmiennej X i zmiennej Y,

o,,0, —odchylenia standardowe zmiennej Xi zmiennej Y,

o - /Z(x-n—i) o= /Z(yin-V)

Wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona przyjmuje wartosci z przedziatlu (-11).
W przypadku braku zwigzku miedzy zmiennymi r,=0. W przypadku zwigzku

Xy
funkcyjnego dodatniego badz ujemnego (korelacja doskonata) wspoéiczynnik
przyjmuje wartos¢ 1 lub —1. Im sita zaleznosci miedzy X i Y wieksza, tym wartos¢
bezwzgledna wspoétczynnika jest blizsza jednosci.

Punktem wyjscia w metodzie analizy macierzy wspoétczynnikow korelacji jest znajomosc
wektora R, i macierzy R:
£

R, = r:z , gdzie r, jest wspotczynnikiem Kkorelacji pomiedzy zmienng objasniang Y oraz

Im

potencjalng zmienng objasniajaca X;.

1 r, Mm

r 1 - . . . o . . . .
R= 21 2’“ , gdzie r; jest wspotczynnikiem korelacji pomigdzy potencjalnymi

e Tm2 ° Tom

zmiennymi objasniajacymi X; oraz X;.

Macierz R jest symetryczna (tzn. r; =r;), a na jej diagonalnej znajduja sie jedynki
(poniewaz r; =1).

Przyjmujac poziom istotnosci a oraz dla n-2 stopni swobody, wyznacza sie warto$¢ krytyczng

wspotczynnika korelacji:
: €2
rN=l———"71| -
((t )2 +n—2]

gdzie t* jest wartoscig statystyki odczytanej z tablic dla rozktadu t-Studenta dla a i n-2 stopni
swobody.



Kolejno wykonywane sg kroki nastepujacej procedury:
1. Ze zbioru potencjalnych zmiennych objasniajacych eliminuje sie te zmienne, dla ktérych
zachodzi:

In|<r”,
sg to bowiem zmienne nieistotnie skorelowane ze zmienna objasniana.
2. Sposrod pozostatych zmiennych jako zmienng objasniajacg w modelu powoluje sie takg
zmienng X, , dla ktorej:
|| = miax{]ri |}

zmienng X, zwie sie nosnikiem najwiekszego zasobu informacji 0 zmiennej objasniane;.
3. Ze zbioru potencjalnych zmiennych objasniajacych eliminuje sie te zmienne, dla ktérych
zachodzi:
|rhi| >r,
sg to bowiem zmienne zbyt silnie skorelowane ze zmienng objasniajacg X, , czyli
powielajgce informacje wnoszone do modelu przez tg zmienna.

Powyzszg procedure powtarzamy, az do momentu wyczerpania zbioru potencjalnych
zmiennych objasniajgcych.

4. METODA HELLWIGA DOBORU ZMIENNYCH DO MODELU

Idea tej metody polega na wyborze optymalnej kombinacji zmiennych objasniajacych, tzn.
takiej, ktérej elementy bedg w najwiekszym stopniu skorelowane z zmienng endogeniczng
i rownoczesnie stabo skorelowane miedzy sobg w poréwnaniu z innymi mozliwymi
kombinacjami zmiennych.

Nosnikiem informacji o zmiennej endogenicznej jest potencjalna zmienna objasniajaca.
Liczba wszystkich mozliwych kombinacji potencjalnych zmiennych objasniajgcych sposréd m
zmiennych wynosi: C=2"-1.

Pojemno $cig indywidualn g nosnika informacji , bedaca miernikiem wielkosci informacji
0 zmiennej Y wnoszonej przez zmienng X; w |-tej kombinacji, jest

h =
- Z\nj\

iol,

(=12,...C; jOl,)

r; - wspdiczynnik korelacji liniowej miedzy zmienng endogeniczng a j-ta zmienng

egzogeniczna,

r; - wspodiczynnik korelacji liniowej migdzy i-ta i j-ta zmienng egzogeniczng wystepujaca

w danej kombinacji,
[, - zbior numeréw zmiennych tworzacych I-tg kombinacje.

Pojemno $cig integraln g nosnikéw informacji , taczng pojemnoscig wszystkich zmiennych
objasniajgcych wystepujgcych w I-tej kombinacji, nazywamy wyrazenie:
H=>h (1=12...,C)
it
Pojemnos¢ integralna stanowi kryterium doboru kombinacji zmiennych objasniajacych do
modelu ekonometrycznego. Sposréd wszystkich mozliwych kombinacji zmiennych wybiera
sie tg, dla ktorej pojemnos¢ integralna jest najwieksza.
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IIl. ESTYMACJA MODELU REGRESJI LINIOWEJ Z JEDN A
ZMIENNA OBJA SNIAJACA

1. Pojecie estymaciji i estymatora

2. Specyfikacja zale znosci

3. Metoda najmniejszych kwadratéw

4. Metoda momentow

5. Interpretacja wspoétczynnikdw réwnania

1. POJECIE ESTYMACJI I ESTYMATORA
Celem niniejszego rozdziatu jest wyznaczenie oszacowan nieznanych parametrow g, i S,

w liniowym modelu ekonometrycznym z jedng zmienng objasniajgcq opisanym réwnaniem
Vi =B+ BiX &

Dokonamy tego na drodze tzw. estymacji statystycznej , poprzez ktora najogolniej
rozumiemy wnioskowanie o wartosciach parametréw rozkltadu zmiennej losowej w populacji
generalnej, na podstawie zaobserwowanych wartosci tej zmiennej w probie losowej.
W statystyce kazdg jednoznacznie okreslong funkcje wynikow préby, za pomoca ktorej
wnioskujemy o wartosci nieznanego a priori parametru nazywamy estymatorem parametru
Estymator jest zmienng losowa, natomiast przybrana przez estymator konkretna wartos¢
liczbowa to jego ocena (szacunek parametru ).

Teoria estymaciji statystycznej dzieli sie na dwa dziaty:

1. estymacja punktowa — w jej ramach znajduje sie pewng funkcje wynikéw obserwacji
i wartos¢ tej funkcji przyjmuje sie za przyblizenie prawdziwej wartosci parametru
populacji,

2. estymacja przedzialowa - polega na konstrukcji (na podstawie wynikow z préby)
pewnego przedziatu liczbowego, o ktorym z ustalonym z gory prawdopodobienstwem
stusznosci sadu mozna zakladaé, ze zawiera w sobie wartos¢ nieznanego parametru
populacji.

W dalszej czesci rozdziaty poswiecimy uwage pierwszemu sposobowi wnioskowania.

2. SPECYFIKACJA ZALE ZNOSCI
Uwage koncentrujemy na zaleznosci pomiedzy zmiennymi Y oraz X postaci:

Y, =By + X &, i=12,..,n,n>2
gdzie
Y, - i-ta obserwacja zmiennej objasnianej,
X - i-ta obserwacja zmiennej objasniajacej,
&; - sktadnik losowy,
By, B, - nieznane parametry strukturalne modelu,
n - liczebnos¢ préby.

Zalezno$¢ ta, ze wzgledu na obecnosc¢ sktadnika losowego w réwnaniu, nie jest zaleznoscig
deterministyczng, lecz stochastyczn a.



Mozna wskazac trzy podstawowe przyczyny wystepowania skladnika losowego:

1. nieprzewidywalny element losowosci zwigzany z ludzkimi zachowaniami,

2. wplyw wielu pominietych zmiennych lub nieadekwatnej postaci analitycznej modelu,
3. biad pomiaru zmiennej Y.

Aby estymatory parametrow modelu y, = S, + B,x, +¢& mialy pewne wymagane wtasnosci
statystyczne, nalezy przyja¢ nastepujace zatozenia na temat sktadnika losowego ¢; :

Zatozenie 1. Zmienna objasniajgca X jest nielosowa, jej wartosci sg ustalonymi liczbami
rzeczywistymi.
Zalozenie 2. Wartosci oczekiwane skfadnikéw losowych sa réwne zeru: E(g)=0 dla

wszystkich i. Czyli wystepujace zaktdcenia, ktdre prezentuje sktadnik losowy, majg tendencje
do wzajemnej redukciji.
Zatozenie 3. Skiladnik losowy jest sferyczny, tzn.:

a. wariancje skfadnikéw losowych sg state: D?(g)=0® dla wszystkich i, czyli sktadnik
losowy jest homoskedastyczny,

b. sktadniki losowe ¢, i £; sq od siebie niezalezne dla wszystkich i # j, czyli nie wystepuje
autokorelacja sktadnika losowego.

Zatozenie 4. Sktadniki losowe majg rozktad normalny, co zapisujemy & : N(0,0?).

Zatlozenie 5. Liczebnos¢ préby jest wieksza niz liczba szacowanych parametréw, czyli n>2.

Dla rozwazanego modelu y, = S, + B,x +¢, wartoS$¢ oczekiwana zmiennej objasnianej rowna
jest:

E(Y) =5 +B%-
To ostatnie rownanie nosi nazwe linii regresji w populacji
Kiedy parametry £, i B, zastgpimy ich oszacowaniami, otrzymamy lini @ regresji proby :

Y =y +byx

gdzie:
y - wartos¢ teoretyczna zmiennej Y odpowiadajaca i-tej obserwacji,
by,b, - estymatory parametréw £, 5.

3. METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW
Nieznane parametry /[, moga by¢ oszacowane na podstawie n-elementowej proby

statystycznej (X,Y;), 1=212,...n. Estymatorami parametréw strukturalnych £, sa pewne
funkcje obserwacji dokonanych na zmiennych objasnianej i objasniajace.

RO6znice pomiedzy warto$ciami empirycznymi a teoretycznymi dla zmiennej Y nazywane sg
resztami i oznaczane symbolem ¢ :

e=y-¥
Estymacja parametrow modelu za pomocg metody najmniejszych kwadratéw (MNK)

sprowadza sie do znalezienia linii, ktéra bedzie najlepsza z punktu widzenia nastepujgcego
Kryterium:

n

Zn:qz = Zn:(yI -9V =>(y, b, -bx ) - min (minimum sumy kwadratow reszt )
i=1 i

i=1 i=1
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Powyzsza funkcja osigga minimum w punkcie, gdzie zerujg sie wartosci pierwszych
pochodnych wzgledem by, b,.

d Zn:qz
i=1

(o)

i(yi—bo—bm)z

=—= =—2§:(yﬁ—bo—bm)=0

ob, oby
Y| 43t -b-bx?|
™ =72 % (% ~by ~bix) =0
Po uporzadkowaniu otrzymujemy tzw. uklad réwnan normalnych:
>y = +bY X ¢
i=1 i=1
iw =boi>q+b1i>€ (**)
i=1 i=1 i=1
Poniewaz Zn: X, = nX oraz Zn: y, = ny z pierwszego réwnania (*) otrzymamy: y =k, +bX,
aw konselg\;\jencji: b, = y—ll;)_( (***)

Drugie réwnanie (**) przeksztalcamy nastepujaco: > xy, =bynk+b, > x?
i=1 i=1

n |
i podstawiamy do niego wyrazenie (***): DXy =Ry =bk? +b, > %
i=1 i=1
Po dalszych przeksztalceniach otrzymujemy: D oxy kY =b, (O x* - x?)
i=1 i=1

Ostatecznie:

n n

D XYY (6 =X)(Y —Y)
b, = i=1 — =l
N 2 _ 2 3 _o\2
2K 26X
i=1 i=1
b, =y-bX
Mozna dowies¢, ze przy wczesniej poczynionych zalozeniach estymatory MNK majgq
wiasnosci:
1. liniowosci, poniewaz sg liniowg funkcjg zmiennych losowych vy,
2. nieobcigzonosci, poniewaz ich warto$¢ oczekiwana jest rowna warto$ci szacowanych
parametrow, co zapisujemy jako E(b;) = 5;,
3. efektywnosci, czyli majg najmniejszg wariancje w klasie nieobcigzonych estymatoréw
liniowych,
4. zgodnosci, poniewaz sg stochastycznie zbiezne do szacowanych parametréw, co

zapisujemy jako lim Pﬂbj —,Bj‘ < 5}=1 dla dowolnego J>0.

11



Fakt, iz MNK-estymatory sg najlepszymi nieobcigzonymi estymatorami w klasie estymatoréw
liniowych okresla sie mianem BLUE (ang. best linear unbiased estimators).

Przyktad 2.

Mamy do dyspozycji dane na temat dostaw seréw (Y) i masta (X) w tys. ton
w pewnym panstwie w latach 2001-2006. Aby wyznaczy¢ oceny parametréw modelu
Y, =B, + B,% +& przeprowadzamy niezbedne obliczenia:

lata sery Y masto X XY, X
2001 8 43 344 1849
2002 8 43 344 1849
2003 7 41 287 1681
2004 9 54 486 2916
2005 10 61 610 3721
2006 12 64 768 4096
Suma 54 306 2839 16112
X:_306 =51, y:ﬁ =9
6 6
>
%Y, — Xy
b, = =2 _ 2839-6019 _ 85 016798
L, _, 16112-631%1 506
2%~

!
[y

by =y-bx=9-0,16798[51=0,43302
W rezultacie otrzymujemy:  y; =0,43302+0,16798[ x

Dodatkowo wyznaczamy wartosci teoretyczne Y, oraz reszty modelowe € i ich

kwadraty:

Yi Y &€=y~ W% &
8 7,656126| 0,343874| 0,118249
8 7,656126| 0,343874| 0,118249
7 7,320158| -0,32016| 0,102502
9 9,503953| -0,50395| 0,253966
10 10,67984| -0,67984| 0,462182
12 11,18379| 0,816206| 0,666192

Suma X 0,000004 1,72134

4. METODA MOMENTOW

Niech by, i b, bedg oszacowaniami parametrow £, i B, rownania regresji y, = B, + Bi% + €, .
Odpowiednikiem sktadnika losowego & w probie jest jego oszacowanie g =y, —y,, zwane
resztg modelowa.

Roéwnania, ktére pozwalajg wyznaczy¢ by, i b, metodg momentéw, otrzymujemy zastepujac
zalozenia na temat populacji ich odpowiednikami w prébie.
Zalozenie E(g) =0, méwiace o tym, ze wartosci oczekiwane sktadnikdw losowych sg rowne

zeru, ma swoj odpowiednik w probie nastepujacy: EZQ =0.
i=1

12
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Zatozenie dotyczace nielosowosci zmiennej objasniajgcej X oznacza, ze € oraz x S3
niezalezne, co mozna zapisa¢ symbolicznie cov,, =0; na podstawie proby mozna to wyrazi¢

. 18
ako =) xe =0.
j nZ @

i=1
W konsekwencji otrzymujemy dwa réwnania:
Z(Yi —by _blxi):O
i=1
zxi(yi —by _blxi):O
i=1
ktoére po przeksztalceniach dajg uktad rownan normalnych:

y Yi :ntl)"'blixi

S

X Yi :bozxi +b12 X
i=1 i=1

i=1

Jego rozwigzaniem sa poszukiwane szacunki b, i b,. Za pomocg metody momentéw

otrzymujemy takie same oszacowania parametréow modelu regres;ji liniowej, jak za pomocg
metody najmniejszych kwadratéw, gdyz stosujemy te same rGwnania normalne.

5. INTERPRETACJA WSPOLCZYNNIKOW ROWNANIA

W oszacowanym modelu Y, =h, +bXx ocena b, informuje, o ile wzrést (gdy b, >0) lub
zmalat (gdy b, <0) $redni poziom zmiennej objasnianej Y pod wplywem zwiekszenia sie
zmiennej niezaleznej X o jednostke.

Wyraz wolny b, jest oceng wielkosci zmiennej Y, gdy zmienna X jest rowna zero. Czesto

pozostawiamy go bez interpretacji. Czasami wyraz wolny uzna¢ mozna za oszacowanie
statego — niezaleznego od zmiennej X — poziomu zmiennej Y, np. za oszacowanie kosztu
statego w modelach kosztéw lub minimalnego spozycia w modelach popytu.

Przyktad 3.
W modelu Yy =0,43302+0,16798[% z przyktadu 2. ocena parametru b, ma
nastepujgca interpretacje:

~Wzrost dostaw masta o 1 tysigc ton (czyli o 1 jednostke) wywota sredni przyrost
dostaw seréw o 167,98 ton.”

13



V. WERYFIKACJA MODELU

1. Ocena jako $ci modelu
2. Badanie istotno $ci zmiennych obja $niajacych modelu
3. Weryfikacja reszt

1. OCENA JAKO SCI MODELU

Po oszacowaniu parametrow modelu ekonometrycznego nalezy przeprowadzi¢ analize
dopasowania modelu do danych empirycznych. Miary okreslajace stopien zgodnosci modelu
z danymi empirycznymi obliczane sg na podstawie reszt e =y, - y,. Model tym lepiej pasuje
do danych empirycznych, im reszty co do wartosci bezwzglednej sg mniejsze.

O zgodnosci modelu z danymi empirycznymi méwi wariancja sktadnika losowego o2
Estymatorem wariancji o® sktadnika losowego w liniowym modelu z k zmiennymi
objasniajgcymi szacowanym KMNK jest wariancja reszt :

1 n
SZ: 2
© n—k—lDiZ:;‘e'

Odchylenie standardowe reszt wyznaczamy jako:
1 n
S =.——D¢
) \/n -k-1 Dzll '
Odchylenie standardowe reszt (inaczej: btad estymaciji, standard error of estimation) méwi,

o ile przecietnie zaobserwowane warto$ci zmiennej objasnianej réznig sie od wartosci
teoretycznych tej zmiennej wyznaczonych z modelu.

Przyktad 4.
Dla danych z przyktadu 2:

1 &, \/ 1
S = / = n721= 0430 =0,656
¢ n—k—1izf 6-1-1

Wartosci empiryczne dostaw seréw réznig sie od wartosci teoretycznych przecietnie
0 656 ton.

Wadg powyzszych miar jest fakt, ze przeskalowanie zmiennej objasnianej powoduje zmiane
ich wartosci.

Dokonamy teraz dekompozycji wariancji zmiennej obja $nianej. Catkowitg zmiennos¢
zmiennej objasnianej mozna rozbi¢ na dwie czesci:

Z(Yi -y)? :Z(yi -y)? +ZQ2

Inaczej zapisujac: SST = SSR + SSE

n

SST:Z(yi -y)? to suma kwadratow odchylen wartosci empirycznych y-ka od wartosci
i=1

$redniej, tzw. calkowita zmienno $¢ zmiennej obja snianej (sum of squares-total),

SSF\’:Z(yi -y)? to suma kwadratéw odchylen wartosci teoretycznych y-ka od wartosci

i=1
sredniej, tzw. zmienno $€ zmiennej obja $nianej wyja $niona przez model (sum of squares-
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bE-

n

regression), a SSE:Zef - suma kwadratow reszt, czyli zmienno $¢ zmiennej
i=1

objasnianej nie wyja $niona przez model (sum of squares-error).

SSR, SSE
+

Dzielgc stronami wzér na catkowitg zmiennos¢ y-ka przez SSTotrzymujemy: 1= S5 55

Stad wynikajg kolejne miary dopasowania modelu do danych empirycznych:

Wspbtczynnik determinacji  R? (R-squared):

Informuje on, jaka czes¢ calkowitej zmiennosci zmiennej objasnianej zostata wyjasniona
przez model.

Przykiad 5.
Wyznaczymy wartosc wspotczynnika determinacji dla modelu
y; =0,43302+0,16798[x z przyktadu 2.
Yi Yi (9t B 37)2 (yt B 37)2
8 7,656126| 1,805997 1
8 7,656126| 1,805997 1
7 7,320158| 2,821869 4
9 9,503953| 0,253969 0
10 10,67984| 2,821862 1
12 11,18379| 4,768939 9
Suma X 14,27863 16
R* = @ =0,892415

Otrzymany wynik oznacza, ze 89,24% catkowitej zmiennosci zmiennej objasnianej
zostato wyjasnione przez model.

Wspotczynnik zbie znosci (indeterminaciji) ¢*:

¢2

_ SSE_

D€

i=1

" SST

Z(Yi -y)?

Informuje on, jaka czes¢ calkowitej zmiennosci zmiennej objasnianej nie zostata wyjasniona

przez model.

Wspotczynnik determinacii

R =1-¢% =1-— 12
Z(Yi -y)?
i=1

D€

mozna réwniez wyznaczy¢ ze Wzoru:
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Wspéiczynnik R? przyjmuje wartoéci z przedziatu <0,1>. R?=1 dotyczy doskonatego
dopasowania modelu do danych empirycznych. Wtedy wszystkie reszty przyjmujg wartos¢ 0.
Wyznaczona MNK hiperptaszczyzna przechodzi woéwczas przez wszystkie punkty
empiryczne. R* =0 odpowiada modelowi ¥, =b,, w ktérym zadne zmienne objasniajace nie
wyjasniajg zmiennosci y-ka. Im wieksza jest wyjasniona modelem zmiennosS¢ zmiennej
objasnianej, tym warto$¢ R? blizsza jest jedynce. W przypadku modelu z jedng zmienng
objasniajacg R? rowny jest kwadratowi wspoiczynnika korelacji z proby miedzy zmienng
objasniang a objasniajaca.

Wsrdd innych miar dopasowania modelu do danych empirycznych wystepuje $redni bt ad
bezwzgl edny (mean absolute error):

1 n
MAE:—Z|q|
ni=

Im mniejsze sg wartosci MAE, tym dopasowanie modelu lepsze.

Wspoétczynnik zmienno $ci losowe] W, =%DOO% okresla, jaki procent Sredniej wartosci
y

zmiennej objasnianej stanowi odchylenie standardowe reszt. Im mniejsza jest warto$¢ W,
tym dopasowanie modelu lepsze.

Wspdtczynnik korelaciji wielorakiej R okresla site zwigzku liniowego zmiennej objasnianej
ze wszystkimi zmiennymi objasniajgcymi modelu.

R=+/R?
Poniewaz R=r g, stad wspotczynnik korelacji wielorakiej informuje w jakim stopniu sg ze
sobg skorelowane empiryczne i teoretyczne wartosci zmiennej objasnianej.

2. BADANIE ISTOTNO SCI ZMIENNYCH OBJASNIAJACYCH MODELU
W rozdziale niniejszym zajmiemy sie wnioskowaniem o parametrach liniowego modelu
ekonometrycznego:

Vi =6+ B +&, 1=12,..n
Jego oszacowana postac jest nastepujaca:
Yi =y +byX .

b,,b, sa estymatorami parametréw f,, 8, majacymi rozktady normalne.
Wartosci oczekiwane tych estymatorow réwne sg odpowiednio 3,, ;.

Standardowy bt ad szacunku parametru Sn, informuje, o ile srednio ocena by rozni sie od

parametru 4, jesli parametr B zostat oszacowany na podstawie réznych préb sktadajgcych
sie z tej samej liczby obserwacji.

Dla modelu z jedn a zmienna objasniajaca Yy, =05, +6,% +&, 1=12,...,n, celem
wyznaczenia standardowych btedow szacunkoéw parametrow f,,3, zastosowanie znajdujg
wzory:

%2 S

1
=S -+ — =—___¢
SDO o n+ n e SDL n N
;(Xi X) D> (% -%)
1= i=1

16



@w‘ Wyisza Szkota Handlu
J\ W i Finanséw Miedzynarodowych

im. Fryderyka Skarbka

Standardowy btad szacunku powinien by¢ jak najmniejszy w stosunku do oceny parametru.
W praktyce przyjmuje sie, ze nie powinien przekracza¢ 50% jej wartosci bezwzglednej, jesli
liczba stopni swobody jest wieksza niz 20.

Standardowy bitad szacunku zapisujemy w nawiasie kwadratowym pod oceng parametru
strukturalnego modelu.

Przyktad 6.
Wyznaczymy standardowe btedy szacunku parametréw dla modelu z przyktadu 2:

$, =0,432+0,168x

1 X2 1 2601
=S |=+—= =o,656,/—+ =0,65612,304=1511
% =% n 6 506 !

" Z(x - X)?
S, _0656

\/Z (x - %) V506

§, =0,432+0,168%, t=1..6
[1511] [0,029]

=0,029

S, =

Przedziat ufno $ci dla parametru strukturalnego

Estymacja przedzialowa polega na wyznaczeniu, na podstawie wynikow obserwacji,
takiego przedziatu liczbowego, o ktérym, z ustalonym z gory, bliskim jednosci,
prawdopodobienstwem stusznosci sadu, mozna twierdzi¢, ze zawiera w sobie prawdziwg
wartos¢ szacowanego parametru. Przedziat taki nosi nazwe przedziatu ufno $ci, zas jego
konce, odpowiednio, nazwe dolnej i gérnej granicy ufno  $ci. PrawdopodobieAstwo tego, ze
przedziat ufnosci pokryje nieznang wartos¢ szacowanego parametru, nazywa Ssie
wspotczynnikiem ufno  $ci (ozn. 1-a). Warto$¢ a nazywamy poziomem istotno $ci. W celu
skonstruowania przedziatu ufnosci poziomu istotnosci przyjmujemy z géry.

Wiemy, ze estymator by ma rozktad normalny ze Srednig g i odchyleniem standardowym g,

b. -3
(co zapisujemy jako b, ~ N(B,,0,)), zatem — Ai_ N(0,]).
j o,

b;

W praktyce zamiast nieznanego Oy, stosuje sie SDJ_ . W zwigzku z tym nastepujgca zmienna

ma rozktad t-Studenta o (n-k-1) stopniach swobody:

b~ 5;
S
Aby wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla parametru 5, j = 0,1,..,k, nalezy dobrac z tablic rozktadu
t-Studenta takg wartosc t,n«.1, aby spetniona byta relacja:

b, - B,
P{—‘ 'SD'B" < ta,n_k_l} =1-a

i

- tn—k—l '

Inaczej: Pi bj _ta,n—k—l [Soj = :Bj = bj + ta,n—k—l [Soj } =l-a
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(1-a)[100-procentowy przedziat ufnosci dla parametru 4 jest wigc postaci:
(bj _ta,n—k—l [Boj ’bj +ta,n—k—1 [Boj) ’ J = O,l,...,k.

W skrocie warto$¢ krytyczng t,, ., bedziemy oznaczac t.

Dlugos¢ przedziatu ufnosci zalezy od poziomu istotnosci a, liczby stopni swobody oraz
wielkosci standardowych bledéw szacunku parametréw. Przedziat ufnosci jest tym wezszy
im wyzsza jest wartos¢ poziomu istotnosci a, wieksza liczba stopni swobody (a wiec bardziej
liczna préba) oraz nizsza wartos¢ standardowego bledu szacunku parametru.
Z praktycznego punktu widzenia bedzie nas interesowato, czy skonstruowany przedziat
ufnosci zawiera liczbe zero. Bedziemy twierdzi¢, ze jesli do przedziatu ufnosci nalezy 0, to
dany parametr strukturalny modelu jest statystycznie nieistotny.

Przyktad 7.
¥, =0,432+0,168x, t=1..6

[1511] [0,029]

Wartosc krytyczna statys}yki t-Studenta dla poziomu istotnosci a=0,05 i n-k-1=6-1-1=4
stopni swobody wynosi t =2,777.

Przedziat ufnosci dla parametru £;:

(B —t5 055 [B, 10y 15 055 [§,) =(0,168-2,777(0,029; 0,168+2,777[0,029) =

= (0,087; 0,249)

Mozna sadzi¢ na 95%, ze przedzial ten obejmuje nieznang warto$¢ parametru 5.

Do przedzialu tego nie nalezy liczba 0, wiec mozna twierdzi¢, ze parametr 3, jest

statystycznie istotny.
Zmienna X wywiera tym samym statystycznie istotny wpltyw na zmienng Y.

Test t-Studenta na istotno  $€ parametru strukturalnego
Zajmiemy sie teraz weryfikowaniem hipotezy dotyczacej braku statystycznej istotnosci
parametru £, w modelu ekonometrycznym. Hipotezy badawcze formutujemy nastepujgco:

Ho : B; =0 (parametr jest statystycznie nieistotny)

H,:B; #0 (parametr jest statystycznie istotny)
Jesli hipoteza zerowa jest prawdziwa, to przy zalozeniu, ze skiadnik losowy modelu ma

rozktad normalny, statystyka t; =%, ma rozktad t-Studenta z n-k-1 stopniami swobody.
i

Procedura postepowania:

1. Dla parametru 4 wyznaczamy warto$¢ empiryczng statystyki t; .

2. Ztablic dla rozktadu t-Studenta dla zadanego poziomu istotnosci a i n-k-1 stopni swobody
odczytujemy krytyczng wartosc t” .

3. Jezeli ‘tj‘>t*, to hipoteze zerowg H, odrzucamy na rzecz hipotezy alternatywnej H;.
Mowi sie wtedy o statystycznej istotno $ci parametru 4. Uznajemy, ze zmienna X;
wywiera statystycznie istotny wptyw na zmienng Y.

Jezeli ‘tj‘st*, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H,. Mowi sie wtedy

o statystycznej nieistotno $ci parametru §. Uznajemy, ze zmienna X nie wywiera
statystycznie istotnego wptywu na zmienng Y.
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Jesli liczba stopni swobody jest wieksza niz 20, to wtedy dla a = 0,05 warto$¢ krytyczna

t'=2. W konsekwencji standardowy btad szacunku parametru nie powinien przekraczaé
50% wartosci bezwzglednej oceny parametru.

Przyktad 8.
¥, =0,432+0,168%, t=1..6
[1,511] [0,029]
Zweryfikujemy hipoteze H, : 8, =0 wobec hipotezy alternatywnej H,: 3, 0.
Wartoéé krytyczna statystyki t-Studenta dla a=0,05 i 4 stopni swobody wynosi
t=2,777.

Warto$¢ empiryczna statystyki t-Studenta dla £, wynosi: t, = % =5,76.

Poniewaz |t1| >t", zatem hipoteze zerowa odrzucamy na rzecz hipotezy alternatywne;.

Parametr S, jest statystycznie istotny.
Zmienna X wywiera statystycznie istotny wplyw na zmienng Y.

Warto $€ p jest poziomem prawdopodobiehstwa, przy ktérym nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy zerowej przy obliczonej na podstawie proby wartosci empirycznej statystyki t;.
Przyjmujac zazwyczaj poziom a = 0,05, H, odrzuca si¢ na korzys¢ H,, gdy p < 0,05.

Przyczyny braku statystycznej istotno  §ci parametréw
Brak statystycznej istotnosci parametru strukturalnego moze wynika¢ z faktycznego braku
zwigzku pomiedzy zmienng objasniajagcg a zmienng objasniang, ale moze tez byé
spowodowana innymi przyczynami:

» niskg jakoscig danych statystycznych,

* malg liczebnoscig proby,

» niewlasciwie dobranym zestawem zmiennych objasniajgcych,

* niewlasciwg postacig analityczng modelu.

3. WERYFIKACJA RESZT

Sprawdzimy teraz, czy w szacowanym modelu ekonometrycznym sg spetnione zatozenia
KMNK dotyczace wtasnosci sktadnika losowego. Weryfikacje takg przeprowadzimy na
podstawie reszt bedacych oszacowaniami sktadnikow losowych.

Badanie losowo $ci
Test liczby serii
Za pomocgq testu liczby serii weryfikujemy hipoteze o trafnosci doboru postaci analitycznej
modelu. Stawiamy hipotezy:
H, : przyjeta postac¢ analityczna modelu jest poprawna

H, : przyjeta posta¢ analityczna modelu nie jest poprawna

Procedura postepowania:

1. Porzadkujemy niemalejgco reszty w prébie wedlug zmiennej porzadkujacej. Zmienng
porzadkujacg jest zmienna czasowa, gdy dane pochodzg z szeregOw czasowych,
natomiast dla danych przekrojowych — jedna ze zmiennych objasniajgcych.

2. Dla uporzadkowanego ciggu reszt obliczamy liczbe serii reszt modelu (ozn. §). Seria jest
sekwencjg reszt o takim samym znaku. Jesli reszty majg charakter losowy, to liczba serii
jest zmienng losowa.
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3. Z tablic testu liczby serii dla liczby reszt dodatnich ny, liczby reszt ujemnych n, oraz
przyjetego poziomu istotnosci a/2 i 1-a/2 odczytujemy krytyczne liczby serii S, i S, .
4. Jesli S <S<S,, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Ho, zatem reszty majg

charakter losowy. Jesli S<S lub S>S, hipoteze H, nalezy odrzuci¢, rozktad odchylen

uznajemy za nielosowy i twierdzimy, ze posta¢ modelu zostata zle dobrana.
Popularne tablice testu serii skonstruowano dla n; < 20 oraz n, < 20. Ze wzrostem liczb ny i n,
rozkfad liczby serii dgzy do rozktadu normalnego. Wtedy do oceny losowosci ciggu reszt
wykorzystuje sie statystyke:

S-E(S 2n,n -n, -
2=S"E8) e (9= 2 1y g = 200NN
Os n +n, (n+ny)"(n+n, —1)

Statystyka Z ma asymptotyczny rozkiad normalny N(O, 1).

Badanie normalno $ci

a) Test Shapiro-Wilka
Ho: sktadnik losowy modelu ma rozktad normalny
H,: sktadnik losowy modelu nie ma rozktadu normalnego
Procedura postepowania:
1. Porzadkujemy reszty wedtug wartosci niemalejacych, otrzymujac ciag eq), €@),...,&(n)-
2]
[zan,i [ n-i+a) _e(i))]2
2. Obliczamy wartos$¢ statystyki W ==L

; '
> ¢
i=1
gdzie [n/2] — czesé catkowita liczby n/2,
ani — wspotczynnik Shapiro-Wilka odczytany z tablic.
3. Z tablic testu Shapiro-Wilka dla poziomu istotnosci a i wielkosci préby n odczytujemy
warto$é krytyczng W .
4. JezeliW =W, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.
Jezeli W < W ', hipoteze Ho odrzucamy na korzy$é hipotezy H,.
Test ten moze by¢ stosowany dla matych préb (np. gdy n < 30).

b) Test Jarque’a-Bery
Test ten polega na poréwnaniu, jak wartosci miar asymetrii i kurtozy, obliczonych na
podstawie reszt, roznig sie od wartosci tych miar dla rozktadu normalnego.
Ho: sktadnik losowy modelu ma rozktad normalny
H,: sktadnik losowy modelu nie ma rozktadu normalnego
Procedura postepowania:

1. Na podstawie reszt modelowych obliczamy:
n

1 3
M, nZ®

wspotczynnik asymetrii: - g3 - 3
/1ZQ2
N

A>0 w przypadku asymetrii prawostronne;.
A<0 w przypadku asymetrii lewostronnej.
A=0 dla rozktadéw symetrycznych (m.in. dla rozktadu normalnego).
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lzn: 4
— 2.8
M, n=

wspotczynnik skupienia  (kurtoze): K= g4 4,
I
2.6
ni=

K<3, jesli rozkiad jest bardziej sptaszczony niz rozktad normalny.
K>3, jesli rozkiad jest bardziej wysmukty niz rozktad normalny.
Dla rozktadu normalnego K=3.

2. Wyznaczamy wartoS¢ statystyki Jan(%AZ +2—14(K—3)2j. Ma ona asymptotyczny

rozktad x? z 2 stopniami swobody.
3. Ztablic dla rozktadu x? dla poziomu istotnosci ai 2 stopni swobody odczytujemy warto$¢

krytyczna X2 .
4. Jesli JB> x7, to hipoteze H, 0 normalnosci sktadnika losowego odrzucamy.

Jesli JB< )(*2 , hie ma podstaw do odrzucenia H.
Test Jarque’a-Bery stosujemy jedynie dla duzych préb.

Odrzucenie hipotezy o normalnosci sktadnika losowego oznacza, ze estymatory parametrow
modelu nie majg rozktadu normalnego. Nalezy wtedy ostroznie wnioskowac¢ na podstawie
testow, wykorzystujgcych zatozenie normalnosci sktadnika losowego (np. testu t-Studenta).

Badanie autokorelaciji

Negatywne zjawisko autokorelacji sktadnikéw losowych moze sie pojawi¢ na skutek btednej
specyfikacji modelu (brak waznej zmiennej objasniajgcej, niewlasciwa posta¢ analityczna)
lub z powodu powolnego wygasania efektéw czynnikbw przypadkowych zaburzajgcych
normalny przebieg prawidtowosci ekonomicznych.

Mowimy, ze nie wyst epuje autokorelacja sktadnikdéw losowych (sg one nieskorelowane),
jeslicov(s, §) =0dlai#, ij=1,2,..,n.

Jesli cov(g, §) # 0 dla j=i-p, i=p+1,...,n, to mowimy, ze wyst gpita autokorelacja rz edu p.
Jesli cov(g, 1) #0dlai=2,...,n, to wyst gpita autokorelacja I-ego rz edu.

Miernikiem autokorelacji sktadnikéw losowych rzedu p sa wspétczynniki autokorelacii
Z proby, bedace wspotczynnikami korelacji liniowej pomiedzy resztami odleglymi od siebie
0 p okresow.

Do badania autokorelacji I-ego rzedu wykorzystuje sie nastepujacy wspétczynnik 0 :
n
N !
= n - n
\/ > g 0% o )
i=1" i=2
Wspblczynnik 0 przyjmuje wartoéci z przedziatu (-11), jego znak okresla kierunek
zaleznosci, a bezwzgledna warto$¢ wskazuje na site zaleznosci.
a) Test Durbina-Watsona weryfikuje istnienie autokorelacji pierwszego rzedu.
W tescie tym stawiamy hipotezy nastepujgco:
Ho: o= 0 (nie wystepuje autokorelacja I-ego rzedu sktadnikéw losowych)
Hi: o> 0 (ma miejsce dodatnia autokorelacja I-ego rzedu sktadnikéw losowych)

albo
Ho: o= 0 (nie wystepuje autokorelacja I-ego rzedu sktadnikéw losowych)
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H;: p< 0 (ma miejsce ujemna autokorelacja I-ego rzedu sktadnikow losowych)
Sprawdzianem jest statystyka Durbina-Watsona postaci:

Z(ei _ei—1)2
d=1Z _ =2(1-p)

D€
i=1

Statystyka d przyjmuje warto$ci z przedziatu (0,4).
Wartos¢ d =2 $wiadczy o braku autokorelacji (wtedy 0 =0).
Gdy d =0, to ma miejsce silna autokorelacja dodatnia (wtedy 0 =1).

Gdy d =4 to ma miejsce silna autokorelacja ujemna (wtedy 0 =-1).
Rozkiad statystyki d zalezny od liczby obserwaciji i liczby szacowanych parametréw. Tablice
zawierajg wartosci krytyczne: gorng dy i dolng d..
Whnioskowanie na podstawie d:
1. Jesli p>0 (czyli d<2), to weryfikuje sie hipotezy:
Ho: p=0 wobec Hy: p>0
Gdy d > dy, to brak podstaw do odrzucenia hipotezy H.
Gdy d <d,, to odrzucamy hipoteze H, i ma miejsce autokorelacja dodatnia.
Gdy d_<d< dy brak rozstrzygniecia testu.
2. Jesli p<0 (czyli d>2), to weryfikuje sie hipotezy:
Ho: p=0 wobec Hy: p<O
Obliczamy d’ = 4-d.
Gdy d’ > dy, to brak podstaw do odrzucenia hipotezy H,.
Gdy d' < d_, to odrzucamy hipoteze H, i ma miejsce autokorelacja ujemna.
Gdy d. =d’ =dy brak rozstrzygniecia testu.
Testu Durbina-Watsona nie stosuje sie, jesli w modelu jako zmienna objasniajgca wystepuje
opdzniona zmienna objasniana.

Gdy mamy do czynienia z autokorelacjg skladnika losowego, estymatory wariancji
parametrow strukturalnych szacowanych MNK sg obcigzone. W rezultacie fatszywych
informaciji dostarczajg wartosci statystyk t-Studenta oraz przedziaty ufnosci.

W takiej sytuacji parametry modelu nalezy szacowaé uogdélniong metodg najmniejszych
kwadratow lub metoda rézniczki zupetnej.

Badanie homoskedastyczno $ci
W KMNK zaklada sig, ze wariancje sktadnikéw losowych sg state: D?(¢)=0? dla i =

1,2,...,n (skiadnik losowy jest homoskedastyczny ). W praktyce, zwtaszcza w modelach dla
danych przekrojowych, zalozenie to czesto nie jest spelnione - skladnik losowy jest
heteroskedastyczny (np. model wydatkéw gospodarstw w zaleznosci od ich dochoddw).
Test Goldfelda-Quandta

Dla dwoch czesci populacji, co do ktérych przypuszczamy, ze cechujg je rézne wariancje
skiadnika losowego, formutujemy nastepujace hipotezy:

Ho: 012 :022 (sktadnik losowy jest homoskedastyczny)
Hy: 012 # 022 (sktadnik losowy jest heteroskedastyczny)

gdzie 012 , 022 - wariancje sktadnikéw losowych w pierwszej i drugiej czesci.

Procedura postepowania:

1. Porzadkujemy niemalejgco obserwacje w probie wedlug zmiennej porzadkujacej.
Zmienng porzadkujacg moze by¢ zmienna czasowa lub — dla danych przekrojowych —
zmienna objasniajgca podejrzana o wywotywanie heteroskedastycznosci.

22



@w‘ Wyisza Szkota Handlu
J\ W i Finanséw Miedzynarodowych

im. Fryderyka Skarbka

2. Wybieramy dwie skrajne podpréby. Pominieta liczba obserwacji nie powinna przekracza¢
1/3 liczebnosci catej préby. Niech n; - liczba obserwacji w pierwszej podprébie, a n, -
liczba obserwacji w drugiej. Szacujemy model indywidualnie w kazdej podprébie

i wyznaczamy odpowiednie wariancje resztowe S? i S?.

3. Obliczamy F =S%/S? (w liczniku wieksza z wariancji). Jesli hipoteza H, jest prawdziwa,

to F ma rozktad F-Snedecora.

4. W tablicach statystycznych dla poziomu istotnosci a oraz my= n,-k-1, my= n;-k-1 stopni
swobody odczytujemy warto$é krytycznag F .

5. Jesli F<F, to brak podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.
Jesli F>F’, to hipoteze H, odrzucamy na rzecz hipotezy H;.

Jesli heteroskedastycznos¢ zostata spowodowana igcznie przez kilka zmiennych
objasniajacych, stosujemy inne testy, np. test White’a lub Harveya-Godfreya .

W wypadku heteroskedastycznosci skladnika losowego estymatory parametrow
strukturalnych uzyskane MNK majg obcigzong wariancje, co uniemozliwia poprawng
weryfikacje hipotez dotyczacych wartosci parametrow strukturalnych. W takiej sytuacji do
estymaciji parametréow modelu nalezy zastosowa¢ wazong MNK.
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V. ANALIZA ROZWOJU ZJAWISK W CZASIE

1. Szeregi czasowe
2. Modele trendu
3. Woygtadzanie szeregu czasowego metod g sredniej ruchome]

1. SZEREGI CZASOWE

Szeregiem czasowym hazywa sie uporzadkowany wedlug czasu zbior obserwaciji
statystycznych. W wypadku szeregu czasowego przyjmuje sie, ze wartosci zmiennej
charakteryzujgcej okreslone zjawisko (zmiennej zaleznej) zalezg od czasu (zmiennej
niezaleznej).

Rozrézniamy dwa typy szeregdéw czasowych:

— szeregi okresOw - zawierajg dane dotyczace ksztaltowania sie poziomu zjawiska
w catym okresie przyjetym za jednostke czasu. Istnieje mozliwos$¢ wydtuzania okresow,
w jakich dokonuje sie pomiaru, np. przechodzenie z danych miesiecznych na kwartalne
i roczne, za pomocg agregacji danych.

- szeregi momentéw - zawierajg informacje jedynie o poziomie zjawiska w wyréznionych
momentach czasu (tzn. w chwili dokonywania pomiaru) i nie wiemy, jak sie ono
ksztattowatlo miedzy kolejnymi momentami obserwacji. Mozna jednak wyznaczyc¢
przecietny poziom zjawiska na podstawie pomiarow przeprowadzonych w Kkilku
momentach nalezacych do okresu przyjetego za nowag jednostke czasu (np. majac dane
o liczbie zatrudnionych w kolejnych miesigcach mozna podac $redni poziom zatrudnienia
w ciggu roku).

Celem analizy szeregéw czasowych jest:

- o0szacowanie parametrow wybranego modelu ksztalttowania sie zmiennej i ocena
doktadnosci dopasowania modelu do danych empirycznych,

— wykorzystanie oszacowanego modelu dla prognozy ksztattowania sie zjawiska
w przysztych okresach.

Z punktu widzenia dziatania r6znego rodzaju przyczyn, ktore wywotujg okreslone zmiany

w rozwoju zjawiska, wyr6zniamy:

— przyczyny dziataj ace w sposob trwaly , powodujac wystgpienie okreslonej tendencji
rozwojowej (trendu),

- przyczyny zaktdcaj gce tg tendencje w sposéb regularny lub nieregularny

Dekompozycja szeregu czasowego polega na stwierdzeniu wystepowania w szeregu
czasowym takich sktadnikow, jak:

— staly (przecietny) poziom,

— tendencja rozwojowa (trend),

— wahania okresowe,

— wabhania cykliczne,

— wabhania przypadkowe.

Tendencja rozwojowa to systematyczne, jednokierunkowe zmiany (wzrost lub spadek)
poziomu badanego zjawiska zachodzace w diugim okresie. Wyr6wnang linie wyznaczajaca
zasadniczy kierunek rozwojowy badanego procesu nazywamy trendem .

Wahania okresowe (periodyczne) sg to rytmiczne wahania o okreslonym cyklu (okresie
przebiegu). Najczesciej obserwuje sie wahania o cyklu rocznym, przy czym podokresami
cyklu w takim przypadku mogag by¢ poétrocza, kwartaty, miesigce, a nawet dni.
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Wahania sezonowe - wahania o okresie rocznym. U podstaw wystepowania wahan
sezonowych znajdujg sie takie czynniki egzogeniczne, jak klimatyczno-przyrodnicze
lub kalendarzowe (np. czas trwania dnia lub nocy, temperatura, opady).
Wahania cykliczne to dlugookresowe, rytmiczne wahania wartosci zmiennej wokot statego
(przecietnego) poziomu lub wokét trendu badanej zmiennej.
Wahania koniunkturalne to systemowe, falowe wahania rozwoju gospodarki
obserwowane w diuzszych od roku okresach. Analiza tego rodzaju wahah wymaga
wieloletnich obserwaciji.
Wahania przypadkowe — powodujg pewne odchylenia od zmian regularnych. Sg wynikiem
dziatania przyczyn ubocznych, ujawniajgcych sie nieregularnie.

W celu identyfikacji poszczegdllnych skladowych szeregu czasowego dla konkretnej
zmiennej wykorzystuje sie wykresy zaobserwowanych danych. Analiza wykresu szeregu
czasowego pozwala réwniez na wykrycie obserwacji nietypowych oraz punktéw
zwrotnych .

Prawidlowosci rozwoju zjawiska wykryte w szeregach czasowych mozna wyrazi¢ modelem
opisujacym zaleznos¢ poziomu zjawiska od czasu, czyli w postaci funkcji:
Y = f()+g () +& lub y, = (1) [y (1) 10,
gdzie:
Y, - poziom badanego zjawiska zaobserwowany w chwili t,
f(t) - funkcja trendu,

g,(t) - funkcja wahan okresowych dla I=1,2,..L gdzie L oznacza liczbe podokreséw
sktadowej periodycznej,
&, - zmienna losowa, charakteryzujgca efekty oddziatywania wahan przypadkowych.

Modele powyzsze nazywa sie modelami wahah w czasie odpowiednio typu addytywnego
i multiplikatywnego

Dekompozycj e szeregu czasowego ha poszczegoblne sktadowe przeprowadza sie stosujac
odpowiednie metody . Wyodrebnianie tendencji rozwojowej mozna przeprowadzi¢ za
pomocg metody:

1. analitycznej, polegajgcej na oszacowaniu funkcji trendu,

2. mechanicznej, opartej na srednich.

2. MODELE TRENDU

Modele trendu , zwane réwniez modelami tendencji rozwojowej , zawierajg tylko jedng
zmienng objasniajaca, ktorg jest czas t, czyli:

y. = f(0)+e,

gdzie:

f - symbol dowolnej funkciji,

t - zmienna czasowa przyjmujgca najczesciej wartosci t=1,2,...,T,
Y, - Zmienna objasniana,

&, - sktadnik losowy.

Zadanie wyznaczenia funkcji f(t) jest nazywane wygtadzaniem (wyréwnywaniem) szeregu
czasowego.

Analityczna metoda wyréwnywania szeregdéw czasowych polega na takim dopasowaniu
funkcji f(t) do danych empirycznych, aby jak najlepiej obrazowata ona 0g6lng tendencje
rozwojowa, eliminujgc wahania okresowe i przypadkowe.
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W zaleznosci od postaci analitycznej funkcji f wyrdznia sie r6zne rodzaje trendu. Najczesciej
w praktyce stosuje sie:

- funkcj e liniow g f(t)=25,+06¢t
Posta¢ trendu liniowego stosowana jest w przypadku, gdy mozna przyjg¢ zatozenie
o statych przyrostach wartosci zmiennej y w jednostce czasu. Wtedy parametr S, wyraza
staty przyrost z okresu na okres wartosci zmiennej objasnianej. Funkcje powyzszg
mozna oszacowac za pomocg MNK.

- funkcj e wielomianow a fR)=5, +Bt+..+ B t"
Kazdg funkcje ciggta i ograniczong mozna w skonczonym przedziale aproksymowac
wielomianem odpowiedniego stopnia. Korzystajgc wiec z funkcji wielomianowej trendu
mozemy uzyskaC¢ wysokg zgodnos¢ modelu z obserwacjami empirycznymi. Nie ma
jednak gwaranciji, ze otrzymana funkcja trendu rownie dobrze opisze zmiany zmiennej y
w przysziosci. W wypadku wielomianowej funkcji trendu stosujgc odpowiednie
podstawienia sprowadzamy model do postaci liniowej.

- funkcj e potegow a f(t) = BtA
Te posta¢ funkcji trendu stosuje sie najczesciej w przypadku, gdy wykfadnik B, jest
wiekszy od zera, lecz mniejszy od jednosci, wtedy funkcja powyzsza charakteryzuje sie
malejgcym tempem wzrostu. Jest to przyktad funkcji nieliniowej wzgledem parametréw.
Aby sprowadzi¢ jg do postaci liniowej, logarytmujemy obie strony wyrazenia, a nastepnie
szacujemy parametry MNK.

- funkcj e wyktadnicz a f(t) =e®*At
Wiasnoscig charakterystyczng tej funkcji trendu sg state w czasie przyrosty wzgledne.
Przed estymacja funkcje sprowadzamy jg do postaci liniowej za pomocg logarytmowania
obu stron.

- funkcj e logarytmiczn g f(t)=4,+ G Int
Trend logarytmiczny wybieramy, gdy wzrost badanej zmiennej jest coraz wolniejszy. Po
wprowadzeniu podstawienia t'=Int otrzymujemy réwnanie liniowe, ktérego parametry
szacuje sie MNK. Jest to wiec przyktad trendu nieliniowego, ale liniowego wzgledem
parametrow.

By

- funkcj e logist fit)=—"7—
unkcj e logistyczn g ) P

3. WYGLADZANIE SZEREGU CZASOWEGO METOD A SREDNIEJ
RUCHOMEJ

Idea wyréwnywania szeregu czasowego za pomocg $rednich ruchomych polega na
zastgpieniu wyjsciowych wartosci zmiennej srednimi arytmetycznymi, obliczanymi
sekwencyjnie dla wybranej liczby obserwaciji.

Sredni g ruchom g prost g k-okresowag wyznaczamy z nastepujacego Wzoru:

Wyznaczone wartosci Srednie przyporzadkowuje si¢ srodkowym obserwacjom, na ktorych
podstawie obliczono $rednie. Srednie te bywajg nazywane s$rednimi tancuchowymi ze
wzgledu na wzajemne zazebianie sie okreséw biorgcych udziat w liczeniu.
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Przyktad 9.
Przeanalizujemy ilos¢ zachorowan na gruzlice w Polsce w latach 1999-2008,
wyznaczajgc dla tego szeregu $rednie ruchome 3-letnig i 5-letnig. Celem okreslenia
kolejnych wartosci srednich wykorzystamy wzory:

= 3-okresowa $rednia ruchoma dla T-elementowego szeregu czasowego:

o _YitYotYs o _VYotYsty, s _YrotYrath
yz——3 ,y3——3 yees Y1 = 3

= 5-okresowa $rednia ruchoma dla T-elementowego szeregu czasowego:

o _YitY,tYs3ty,tYs o _YratYrstYrotYratyy
3~ v Y12 =
5 5
. . Srednia ruchoma | srednia ruchoma

lata liczba oso6b - ;
3-letnia 5-letnia

1999 12 179

2000 11 477 114427

2001 10 672 10874,7 10985.,4

2002 10 475 10423,7 10448,2

2003 10 124 10030,7 10006,6

2004 9 493 9628,7 9589,6

2005 9 269 9116,3 9217.,4

2006 8 587 8823,3 8808,8

2007 8614 8427,3

2008 8 081

W sytuacji, kiedy srednie ruchome majg by¢ wykorzystane do eliminacji wahan okresowych,
muszg obejmowaé Scisle okreslong liczbe jednostek czasu, odpowiadajacg
zaobserwowanemu cyklowi wahan. Na przyklad pojawienie sie wahah przy danych
kwartalnych oznacza potrzebe zastosowania 4-okresowej sredniej ruchomej, a wahan dla
danych miesiecznych - sredniej 12-okresowej.

Pojawia sie wtedy problem liczenia srednich ruchomych z parzystej liczby okreséw. Sg to
tzw. Srednie scentrowane , ktére wyznacza sie zgodnie z relacja:

t-1 1
Bt 2 W5 W) dla  txk+1

i=t—k+1

N |-

1
yt _E(

N x

gdzie:
Y, - wartosci srednich ruchomych obliczone dla kolejnych podokresow,
k - krok usredniania.

Przykiad 10.

Dla danych kwartalnych dotyczacych dni nieprzepracowanych z powodu choroby
pracujacych na rachunek wiasny w latach 1988-1990 wyznaczymy Srednie
scentrowane 4-okresowe. Korzystamy ze wzorow:

o _050,+y,+y; +y, +0,50Y; o _050h 4+ Vr s tYrt Yy 050,
Y3 = 4 vy Y10 = 4
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lata kwartaty dni w tys. srednie ruchome
scentrowane

1988 I 20

Il 18

1 16 19,4

v 23 19,6
1989 I 21 19,9

Il 19 20,5

1 17 20,6

v 25 20,8
1990 I 22 21,0

Il 19 21,4

1 19

v 26

Wady mechanicznej metody wyréwnywania szeregéw czasowych:
= skracanie szeregOw czasowych,
=  brak mozliwosci przedstawienia trendu w formie matematycznej funkcji trendu.
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VI. PROGNOZOWANIE EKONOMETRYCZNE

1. Prognoza
2. Btledy prognozy
3. Prognozowanie na podstawie modeli tendencji rozw  ojowej

1. PROGNOZA
Finalnym etapem analizy ekonometrycznej jest wykorzystanie o0szacowanego
i zweryfikowanego modelu do prognozy zmiennej objasnianej.

Prognozowanie ekonometryczne oznacza wnioskowanie o przysztosci za pomocg modelu,
ktéry zostat poddany wszechstronnej weryfikacji w poprzednich etapach. Prognoza to
konkretny wynik tego wnioskowania.

Z modelu prognozuje sie przyszie wartosci zmiennej objasnianej (zmiennej prognozowanej)
na podstawie danych przysztych wartosci zmiennych objasniajgcych.

Termin ,prognozowanie” jest najczesciej uzywany z myslg o przewidywaniu przysztosci,
jednak zasady predykcji ekonometrycznej moga by¢ stosowane i dla danych przekrojowych.

Przy prognozowaniu na podstawie modelu ekonometrycznego powinny by¢ spetnione

nastepujace zatozenia:

1. Ma miejsce stabilnos¢ relacji ujetych w modelu, tzn. posta¢ analityczna, parametry i zbior
zmiennych objasniajgcych nie zmieniajg sie.

2. Ma miejsce stabilnos¢ rozktadu odchylen losowych modelu.

3. Znane sg wartosci zmiennych objasniajgcych, na podstawie ktérych buduje sie prognoze.

4. Dopuszczalna jest ekstrapolacja modelu poza prébe statystyczna.

Prognoze konkretnej zmiennej stanowi liczba (prognoza punktowa ) lub przedziat liczbowy,
ktory z okreslonym prawdopodobienstwem zawiera warto$§¢ zmiennej prognozowanej
(prognoza przedziatowa ).

Niech oszacowany model ma posta¢ ¥, =h, +bx , i=1,...,n.

Oznaczmy przez yf,’1 wartos¢ prognozy punktowej zmiennej Y na moment m. Przyjmujac za
warto$¢ zmiennej objasniajacej x.,, prognoze definiujemy nastepujaco:

Ym =by + b,

Sposoby okreslenia przysztych wartosci zmiennej objasniajagcej moga by¢ nastepujace:

» analiza wartosci przesziych i przyjecie dla okresu prognozowanego np. sredniej wartosci
lub réznych wariantow warto$ci zmiennej (symulacja ekonometryczna),

» zbudowanie odrebnego modelu objasniajgcego przebieg interesujacej zmiennej,

= wykorzystanie metod ekstrapolacji szeregéw czasowych.

Przyktad 11.
W przyktadzie 2 na podstawie 6 obserwacji oszacowano nastepujacy model:
y, =0,43302+0,16798[x; ,
gdzie y; — dostawy seréw w tys. ton, x, — dostawy masta w tys. ton.
Jesli chcemy prognozowaé, jakie bylyby dostawy seréw w roku 2007 w przypadku
dostaw masta w tym roku na poziomie 70 tys. ton, wyznaczymy prognoze punktowa;

yh s =0,43302 +0,16798 [X,, =0,43302 +0,16798 [70=12]19162
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2. BLEDY PROGNOZY

Przy ocenie jakosci wyznaczonej prognozy punktowej wykorzystuje sie dwa typy btedéw:
= oczekiwany biad prognozy (btad ex ante ), nazywany bledem predykcji lub predyktora,
= zrealizowany btad prognozy (btad ex post ), nazywany bledem prognozy.

Niech y.. oznacza rzeczywistg warto$é zmiennej prognozowanej, natomiast y~ prognoze
punktowa dla tej zmiennej. Wtedy btad prognozy jest réwny y. -y’ .

Srednim bt edem predykcji ex ante jest estymator odchylenia standardowego btedu
prognozy. Wyznaczany jest w momencie budowy prognozy i informuje, o ile oszacowana

wartos¢ zmiennej prognozowanej yr'; odchyla sie Srednio od rzeczywistej wartosci zmiennej
prognozowanej ..

Gdy w modelu ekonometrycznym uwzgledniona jest tylko jedna zmienna objasniajaca, to
sredni btad predykcji ex ante wyraza sie jako:

Vi, =S, 1+E+—n(x'*n _2)2

" Z(Xi -x)*

i=1

Do poréwnywania doktadnosci prognoz wyznaczonych dla r6znych okreséw czasu lub dla
roznych zmiennych przydatny jest btad wzgledny predykcji postaci: wv,, =%.
m
Sredni btad predykcji ex ante wykorzystywany jest do wyznaczenia prognozy przedziatowej
dla pojedynczej wartosci vy, .
(1-a) L 100-procentowy przedziat ufno $ci dla prognozy (inaczej przedziat predykcji ), jest
postaci:
(yrlz -t |Sym; yrz +t EJ/m) )
gdzie yr'; — prognoza punktowa,
t° — warto$é krytyczna z tablic dla rozkiadu t-Studenta dla n-k-1 stopni swobody
i poziomu istotnosci a,
V,, — Sredni btad predykcji ex ante.
Z prawdopodobienstwem 1-a mozna twierdzi¢, ze przedziat powyzszy pokryje rzeczywistg
warto$é zmiennej prognozowanej y,, .

Btad prognozy ex post wyznacza sie dopiero po dokonaniu pomiaru rzeczywistej wartosci
zmiennej prognozowanej. Jest on roznicg miedzy zaobserwowang wartoscig zmiennegj

prognozowanej y,, i wartoscig prognozy yr'; :
€n = Ym =~ Ym
Yim = Ym
Btad wzgledny prognozy ex post okreslony jest jako: we,, ==2—>™

*

Ym
Do najczesciej stosowanych w praktyce innych miar doktadnosci prognoz ex post naleza;:

=  Sredni btgd (mean error):

1 T * P
ME :?Z(ym _ym)
m=1
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=  Sredni btgd bezwzgledny (mean absolute error):
14 -
MAE ="V = Vi)
m=1
=  Sredni absolutny btad procentowy (mean absolute percentage error):
T |y —yP
MAPE=1 3" Yn "V
T m=1 ym
=  blad sredniokwadratowy (mean squared error):

14, -
MSE==2 (Y = Ym)’

m=1

100

= pierwiastek btedu Sredniokwadratowego (root mean squared error):
1 T *
RMSE= \/;Z(ym ~yn)®
m=1
gdzie:
y., - warto$é rzeczywista zmiennej prognozowanej,

Yy, - Wyznaczona prognoza,
T - horyzont prognozy.

3. PROGNOZOWANIE NA PODSTAWIE MODELI TENDENCJI
ROZWOJOWEJ

Prognozowanie na podstawie modelu tendencji rozwojowej ¥, = f (t) + g, (t) polega na prostej

ekstrapolacji funkcji trendu (i ewentualnie funkcji g,(t)) przez podstawienie do modelu

W miejsce zmiennej czasowej numeru momentu m, na ktéry wyznacza sie prognoze:

yb = f(m)+g,(m) dla m>n.

Przyktadowo zat6zmy, ze mamy oszacowany model trendu liniowego postaci: ¥, =b, +bt.

Woéwczas prognoze punktowg na moment m-ty wyznacza sie jako: yo =h, +bm.

Przyktad 12.

Zmieniajacy sie w ciggu 12 miesiecy cene pewnego dobra opisuje model trendu:
¥, =30,08 +0,55t .

Podstawiajgc t = 13 wyznaczymy prognoze ceny na kolejny miesigc:

v =30,08 +0,5513 =37,23.

Wyodr ebnianie waha A sezonowych przeprowadza sie za pomocg tzw. wskaznika
sezonowo $ci, ktéry mozna wyznaczy¢

T T
y|+iL Z y|+iL
analitycznie: § =122 lub mechanicznie: § =+2——

—-1 —-1
L R L _
Z y|+iL Z yl +iL
i=0 i=0
gdzie:
Y, - wartosci teoretyczne wyznaczone na podstawie oszacowanej funkgji trendu,
Y, - wartosci srednich ruchomych obliczone dla kolejnych podokresow,

S - surowe wskazniki sezonowosci,
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t=1,2,...,T,1 =1,2,....L (dla danych kwartalnych L=4, miesiecznych L=12).

L
Suma surowych wskaznikéw sezonowosci powinna by¢ réwna L, czyli: ZS =L.
1=1
Jesli ta relacja nie zachodzi, to nalezy wyznaczy¢ wspoétczynniki skorygowane  postaci:

S =vi§

gdzie: v - wspotczynnik korygujacy, ktory wyznacza sie jako: v =

—

I

1=1

Absolutn g wielko $¢ odchyle n sezonowych wyznacza sie z relaciji:
9M=5F-y,

gdzie: y - sredni poziom zjawiska Y,, wyznaczony dla wszystkich obserwacjit=1,2,...,T.
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VIl. PROGRAMOWANIE LINIOWE

1. Model procesu decyzyjnego
2. Programowanie liniowe
3. Dualno $¢ w programowaniu liniowym

1. MODEL PROCESU DECYZYJINEGO

Zesp6t metod matematycznych stuzacych do rozwigzywania probleméw z zakresu

podejmowania decyzji obejmuje dziedzina o nazwie badania operacyjne .

Zastosowania badan operacyjnych dotyczg przyktadowo:

= planowania produkcji i gospodarki zapasami,

= probleméw optymalnych przydziatébw (tu: zagadnienie transportowe), optymalnego
rozmieszczenia pracownikdw czy przydziatu maszyn do realizacji r6znych zadan,

» planowania remontéw i wymiany urzadzen,

= optymalizacji mieszanek, a w tym zagadnienia diety,

= optymalizacji proceséw technologicznych.

Matematyczny model decyzyjny to opis sytuacji decyzyjnej w jezyku matematyki. W opisie
tym wystepuja: zmienne decyzyjne, parametry, funkcja celu, warunki ograniczajgce oraz
warunki brzegowe.

Klasyfikacja modeli decyzyjnych

Z uwagi na zmienne decyzyjne

liniowe,

nieliniowe,

ze wzgl edu na parametry :

deterministyczne — gdy wszystkie parametry sg state i znane,

stochastyczne — gdy cho¢ jeden parametr jest niestaty,

Z uwagi na czas :

statyczne — gdy dotyczg jednego okresu,

dynamiczne — gdy dotyczg wielu okreséw.

=

TP wooNMDO

W trakcie rozwigzywania modelu, czyli wyznaczania optymalnej decyzji decydenta,
w zaleznosci od rodzaju modelu stosuje sie rézne metody: programowanie liniowe,
programowanie hieliniowe, programowanie catkowitoliczbowe, programowanie dynamiczne,
teorie gier, programowanie zapasow, programowanie wielokryterialne i inne. Rozwigzanie
polega na wyznaczeniu rozwigzan dopuszczalnych (rozwigzan spetniajgcych wszystkie
warunki zadania) oraz rozwigzania optymalnego (najlepszego sposrdéd rozwigzan
dopuszczalnych).

2. PROGRAMOWANIE LINIOWE

Model programowania liniowego (PL) w postaci standardowej mozna zapisaé
nastepujgco:

Z(X, X0 Xy) =C X + &X, +...+ C X, — MaxX
;X t Xt taX, <h
81X tayX T Fay X, <b,

ArX X+ X, < by,
X 20,% 20,...,x,20
lub
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Z(X, X5y Xy) =C X + C X, ...+ C X, - MiN

A% FapX to X, 2h
3.21)(1 +322X2 +... +a.2nxn >

amlxl +am2X2 +"'+a'mnxn me
X 20,%20,..,x,20

Funkcja Z(Xgy XgseesXy) =C X+ CXo +.F C X, jest  nazywana  funkcja  celu,
A taX% t...taX, < ()b (i=12,...,m) — warunkami ograniczaj acymi natozonymi na
zmienne decyzyjne = X,%,...,%X,, a warunki x=0,%x,20,...,x,20 — warunkami
nieujemno sci (brzegowymi).

Zagadnienia powyzsze w zapisie macierzowym przybierajg forme:

Z(x) =c'x - max Z(x)=c'x = min
Ax<b lub Ax=Db
x=0 Xx=0

w ktorej:
¢' =[c,,G,,...,c,] — wektor zyskow (kosztéw) jednostkowych,
X" =[%,%,,...,%,] —wektor zmiennych decyzyjnych,

A =[a] — macierz warunkow (i =12,...,m j =12,...,n],
b" =[b,,b,,...,b,] — wektor ograniczen,
0" =[0,0,...,0]  — wektor zer.

Rozwigzaniem dopuszczalnym zagadnienia nazywaC bedziemy kazdy wektor
X" =[%,%,,...,%,] , dla ktérego spetniony jest uktad ograniczen A Xx<(=)b oraz warunki

nieujemnosci X =0, czyli tzw. ,warunki wewnetrznej zgodnosci”.
Rozwigzaniem optymalnym nazywa¢ bedziemy takie rozwigzanie dopuszczalne

xg =[x, x7,...,x°], dla ktérego zachodzi Z(x,) =maxZ(x) (lub Z(x,) =minZ(x)).

Twierdzenie. Zbior rozwigzan dopuszczalnych zadania programowania liniowego jest
wielosciennym zbiorem wypuktym.
Przyktadowo moze on by¢ postaci:
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Niepusty, wypukly zbiér rozwigzan dopuszczalnych moze by¢ zbiorem ograniczonym lub
nieograniczonym.

Jesli funkcja celu Z(x) zagadnienia programowania liniowego jest ciggta, to na mocy
twierdzenia Weierstrassa osigga ona na zhiorze ograniczonym ekstremum. Ekstremum to
znajduje sie przynajmniej w jednym punkcie wierzchotkowym.

Przyktadowo:

4

Mozna sformutowac nastepujgce twierdzenia:

Twierdzenie. Jesli istnieje optymalne rozwigzanie zadania programowania liniowego, to
istnieje optymalne rozwigzanie wierzchotkowe (bazowe).

Twierdzenie. Jesli istniejg dwa optymalne rozwigzania zadania programowania liniowego, to
dowolna kombinacja liniowa tych rozwigzan jest réwniez rozwigzanie optymalnym tego
zadania.

W sytuacji, w ktorej zbior rozwigzan dopuszczalnych zagadnienia programowania liniowego
jest nieograniczony, funkcja celu osiagga maksimum (minimum) w co najmniej jednym
punkcie wierzchotkowym, jesli jest ograniczona z gory (z dotu). Jesli funkcja celu jest
nieograniczona, ekstremum znajduje sie w nieskonczonosci.

Posta € kanoniczna zadania programowania liniowego:

Z(X, %9, %,) =C X + CX, ...+ C X, — max(min)
3y X tapX T tagX, =h
B X F A% T tay X, =D,

A Xy F8mp X +... HanX, = by,
% 20,%20,...,x,20

Inaczej:

Z(x) =c'x - max
Ax=b
x=0
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gdzie:

& @y ... &, b ] X
A= A Ay ... A, . p= bz . ¢ Cz . x= X5
aTnl a’m2 cee aTnn bm Cn Xn
n>m
rz(A)=m

Rozwi gzanie bazowe to rozwigzanie, ktGre powstaje przez przyjecie, ze n—m zmiennych jest
réwne 0 i rozwigzanie uktadu rownan Ax=b. Maksymalna liczba tych rozwigzan to:

n_ nl
(mJ_ (n—-m)!m

Dopuszczalne rozwigzania bazowe nazywamy rozwi gzaniami podstawowymi
Rozwigzanie podstawowe jest niezdegenerowane, jesli ma doktadnie m dodatnich wartosci
;. Rozwigzanie podstawowe jest zdegenerowane, jesli ma mniej niz m dodatnich wartosci x;.

Metoda simpleks rozwigzywania zadan programowania liniowego to ukierunkowany
przeglad zbioru rozwigzan bazowych. W przeglagdzie tym pomija sie rozwigzania
niedopuszczalne oraz gorsze od juz znalezionych.

Przykiad 13.

Przedsiebiorstwo wytwarza dwa wyroby (A i B). Sposrdéd surowcow zuzywanych
w procesie produkcji trzy sg limitowane. Limity dziennego zuzycia wynoszg
odpowiednio: dla surowca S 120 kg, dla surowca S, 420 kg, dla surowca S; 110 kg.
Tablica zawiera jednostkowe zuzycia tych surowcow:

Maszyna Wyréb
A B
S 1 1
S, 2 4
S, 1 0

Zyski jednostkowe ze sprzedazy obu wyrobéw wynoszg odpowiednio 3 i 4 ziote.
Wielkosci produkcji X i X, maksymalizujgce zysk przedsiebiorstwa sg rozwigzaniami
nastepujacego problemu decyzyjnego:

Z(x) =3x, +4x, - max
X+ X, <120

2x, +4x,<420

X <110

X, X% 20

W problemie tym 3x, +4Xx, jest funkcjg celu, x +x, <120, 2x +4x, <420, x <110 —
ograniczeniami natozonymi na dzienne zuzycia surowcow, natomiast X;,X, =20 —
warunkami nieujemnosci rozwigzania.
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Rozwigzanie graficzne powyzszego liniowego problemu decyzyjnego przedstawia sie
nastepujaco:

4 BI™N X,

Punkty A-E sa wierzchotkami zbioru, do ktérego nalezg kombinacje produkcyjne
X' =[x,%] spelniajace uklad ograniczen oraz warunki nieujemnosci rozwigzania.
Kazdg takg kombinacje nazywamy rozwigzaniem dopuszczalnym. Wspotrzedne

punktow A-E znajdujemy rozwigzujagc 5 ukladéw par réwnan powstatych
z warunkdéw ograniczajgcych i warunkéw nieujemnosci:

Wierzchotek X, X, Z
A 0 0 0
B 110 0 330
C 110 10 370
D 30 90 450
E 0 105 420

Przez punkty te, dla Z(x)=Z réwnego odpowiednio 0, 330, 370, 420 oraz 450,
mozna poprowadzi¢ tzw. ,linie jednakowego zysku” o postaci xzzz—%xl
Kombinacja x; =[3090] jest najlepsza, poniewaz dla niej osiggany jest najwyzszy

poziom zysku Z =450 . Nazwiemy jg w zwigzku z tym rozwigzaniem optymalnym.

Powyzszy problem decyzyjny ma réwniez swojg posta¢ kanoniczna:
Z(Xg, X5, Xg, Xy, %) = 3% +4X, +0%; +0x, +0%; — max

X X X = 120
2%, +4x, + X, = 420
X + +X% = 110

X5 X5 Xgy Xg, X5 20
X, % —zmienne decyzyjne, X, X,,% — zmienne swobodne (uzupetniajgce).
Posta¢ kanoniczna modelu stanowi punkt wyjscia w metodzie simpleks.
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3. DUALNOSC W PROGRAMOWANIU LINIOWYM
Dla modelu programowania liniowego (tzw. modelu pierwotnego ) postaci:

Z(X, X0 Xy) =C X + &X, +...+ C X, — MaxX
;X t Xt taX, <hy
81X T apX ... Fay X, b,

ArX Fanp X+t X, < by
X 20,% 20,...,x,20

mozemy sformutowac¢ program dualny :

G(Y1 Yo ¥m) =0y + By, +..+ by, - min
Ay tanY, t...tayyn26
Ay tayY,t...+a8,Yn26

Y1 tn Y2t 8V, 2 €,
y,20,y,20,...,Y,20

Jesli zatozymy, ze model pierwotny dotyczy ustalenia programu produkcyjnego
maksymalizujacego dochdd, to zmienne dualne y, oznaczajg jednostkowe ceny srodkow
(tzw. ceny dualne ). Funkcja celu G(y) oznacza wiec wartos¢ zasobdéw $rodkéw produkciji.
Ceny dualne umozliwiajg ujawnienie waskich gardet, wstrzymujacych wzrost efektywnosci

produkcji. Ceny te wskazujg, ktére zasoby sg bardziej deficytowe (o0 najwyzszych cenach),
a ktére sa mniej deficytowe.
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VIIl. ANALIZA PRZEPLYWOW MI EDZYGAL EZIOWYCH

1. Tabele przeptywow mi edzygat eziowych
2. Model Leontiefa

1. TABELE PRZEPLYWOW MIEDZYGALEZIOWYCH

Analiza przeptywow mi edzygat eziowych (PM; inne nazwy: analiza naktadow i wynikow
analiza input-output ) jest rodzajem rachunku makroekonomicznego, zwigzanego
Z badaniem ztozonych struktur ekonomicznych. Punktem wyjscia jest bilans gospodarczy
w postaci umozliwiajgcej ilosciowe ujecie zaleznosci miedzy elementami tych struktur.
Tworcg metody jest Wasily Leontief (lata 30-te XX. wieku).

Tabela przeptywow mi edzygat eziowych (TPM) dla systemu zamkni etego:

i X, % Y
1 2 " n
%1 X1 X2 Xin Y
X3 X1 X2 Xon Y
n xn an Xn2 Xnn Yn
X0] Xo1 X2 Xon
Z Z Z, Z,
X Xy X, X,

Zaktadamy, ze mamy do czynienia z n gateziami gospodarki; i,j=1, 2, 3, ..., n.
Symbole posiadajg nastepujace oznaczenia:

X — wartos¢ produktu globalnego i-tej gatezi gospodarki,
X — przeptyw z gatezi i do gatezi j,

Y, — wartos¢ produktu finalnego (korcowego) gatezi i-tej,
Xoi — ptace gatezi i-tej,

Z — zysk galezi i-tej,

D — wartos¢ dodana gatezi i-tej.

Przyjmujemy, ze i-ty wiersz odpowiada dziatalnosci i-tej galezi jako producenta. Suma
X, + X, +...+X%, oznacza zuzycie produkcyjne wyrobow i-tej gatezi. Produkt koncowy Y,

odpowiada wartosci popytu koncowego. Zuzycie produkcyjne odpowiada wartosci popytu
posredniego. Bilans dziatalnosci i-tej gatezi zapisujemy w postaci rownania podziatu :

Xi =Xyt X%+t X, +Y
Kazda galaz w procesie produkcyjnym zuzywa pewne produkty. Wartosci ich zuzycia

umieszczone sg w kolejnych kolumnach.
Suma przeplywow do |-tej gatezi stanowi tzw. koszty materiatowe KM, :

]‘.
KM; =X +%; +..t X
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taczny koszt produkciji K; stanowig koszty materiatowe KM; oraz ptace X;;:
K =%; +KM;.

Zysk Z; gatezi jest roznicg miedzy wartoscig wielkosci produkcji globalnej, a poniesionymi
kosztami: Z; =X, —K;.

Wartosciag dodana D; w gatezi jest réznica miedzy wartoscig produkcji globalnej,
a kosztami materiatowymi: D; = X; =(X; + X, +...+ X)) = X%; +Z;.

Suma skiadnikdw w j-tej kolumnie daje wartos¢ produktu globalnego j-tej gatezi. Bilans
kosztow i zyskow gatezi ujmuje rownanie kosztow : X; =X, +X; + X% +... ¥ Xy +Z;.

taczng produkcje globalng catego systemu mozna wyrazic¢ jako:

n n
Skad wynika réwnanie wigzace produkt finalny z ptacami i zyskami: DY, =" (x,; +Z;).

i=1 j=1

Gdy tabela przeptywéw miedzygateziowych opisuje calg gospodarke, ostatnie rownanie jest
tzw. warunkiem réwnowagi ogolnej . Wtedy strony réwnania opisujg produkt krajowy (lub
dochdéd narodowy). Lewa strona to opis podazowy (rzeczowy). Prawa strona to opis
popytowy (pieniezny).

Strona podazowa dotyczy wyprodukowanych towardw, ktére sg tu wyrazone w ujeciu
wartosciowym. Zmiana cen produktow ma wpltyw na wartos¢ lewej strony rownania. Strona
popytowa dotyczy srodkow pienieznych, np. wynagrodzen, podatkéw. Zmiana poziomu ptac
lub podatkéw wplywa na prawg strone rbwnania. Zmiana jednej ze stron réwnania narusza
rbwnowage i w rezultacie powoduje zmiany po drugiej stronie réwnania (np. zmiany
inflacyjne).

Przyktad 14.
Zaktadamy tréjgateziowy system gospodarczy.

i X, % Y
1 2 3
1 400 50 195 0 155
2 300 100 0 90 110
3 150 80 45 15 10
X 100 30 15
Z 70 30 30
X; 400 300 150

Bilans podziatu produkcji gatezi 1: 400 =50 + 195 + 0 + 155
Bilans kosztéw w gatezi 1: 400 =50+ 100 + 80 + 100 + 70
Warunek réwnowagi ogolnej: 155+110+10=100+70+30+ 30+ 15+ 30
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Tabela przeptywow mi edzygat eziowych (TPM) dla systemu otwartego
W tabeli uwzglednimy import, export i amortyzacje oraz podziat produktu finalnego zgodnie
Z jego przeznaczeniem: spozycie, inwestycje, przyrost srodkow obrotowych i rezerw, eksport.

[ X; % M
I 1 2 n spozycie (1) inwestycje (2) ér.ob(rzo)t rez. eksport (4)

1 Xl X1 Xo .. X Yl(l) Y1(2) Y1(3) Yl(4)
2 X, X1 X .o X Y3 \AR \AN Y9
n X, Xn %2 .. X Y Y2 Y Yi?
N1l import | Xpuaa Xz ... Xoewn Xy X2 X\ Xoo)
n+2| amortyzacja | Xyi21 Xns22 -o Xne2n

X1 X2 Xon

z,  z, z,

Xy X Xn

Zysk j-tej gatezi formutujemy teraz jako:
Zi =X =Ky =X = 00) 2 + %)+t X5+ Xou j + Xz 1)

natomiast warto ¢ dodana (produkcja czysta ), czyli ro6znica miedzy wartoscig produkciji
globalnej a kosztami materialnymi , to:

Dj =X =04) %) +oF Xy + X + X2, ) = %) +Z

Réwnanie kosztow dla j-tej gatezi ma postaé:
xj =X F Xt Xt Xy F X Xoin +Zj

Réwnanie podziatu produkcji dla i-tej gatezi ma postac:
X=Xy X ot X YO Y YO 44O

Warunek réownowagi systemu

n

4 n n
DY =D Xy =D X * D (% +Z))
‘ : <

n
i=1 k=1 j=1 j=1

Gdy analiza przeptywéw miedzygateziowych dotyczy calej gospodarki to ostatnie réwnanie
ukazuje wartos¢ dochodu narodowego wytworzonego brutto: lewa strona réwnania wskazuje
kierunki jego zuzycia, za$ prawa zrodta powstania. Zgodnie z réwnaniem dochod narodowy
wytworzony brutto jest sumg wartosci dodanej (produkcji czystej) w galeziach produkciji
materialnej i amortyzaciji.

Na podstawie tabeli przeptywéw miedzygateziowych mozliwe jest policzenie pewnych
wspébtczynnikow charakteryzujgcych proces produkcji:

Wspdtczynnik materiatochtonno  $ci produkcji globalnej w j-tej galezi: ==l



Xn+1,j

X

Wspdtczynnik importochtonno  $ci j-tej gatezi produkciji: impj =
i

Z

Wspdtczynnik rentowno  $ci produkciji  j-tej gatezi produkciji: r; :K_j —

j ;Xij

Z

2. MODEL LEONTIEFA

Technologie procesu produkcyjnego kazdej z gatezi charakteryzujg wspotczynniki kosztow
Definicja i-tego wspoétczynnika kosztow dla j-tej gatezi jest nastepujaca:

=%i50 qi=12..n
3 2 j=1,2,...,n
]

Macierz A =[a;],., nosi nazwe macierzy struktury kosztow.
Suma wspotczynnikow a; w kolumnie jest rowna wspotczynnikowi m; materiatochtonnosci
dla j-tej gatezi:

Przyktad 15.
Kontynuujac przyktad 14 wyznaczamy macierz struktury kosztéw A :
0125 0,65 O

A=1025 0 06
02 015 01

Wspotczynniki materiatochtonnosci:
m, = 0,125+0,25+0,2 = 0,575; m, = 0,65+0+0,15=0,8; m, = 0+0,6+0,1 =0,7.

Na podstawie réwnahn podziatu wprowadza sie model przeptywdédw miedzygateziowych,
zwany modelem Leontiefa, opisujacy wystepujace w gospodarce zaleznosci miedzy
produkcijg globalng i produkcjg koncowa.

X=X+ X+t X, Y
Xy =Xt X+t X, 1Y,

Xn =an+xn2 +"'+Xﬂn+Yn

Uwzgledniamy tozsamos¢ x; =a; X :

Xp=ap X tap X, oo tap X, +Y
Xy Zap X+, X, +..+8,, X, +Y,

Xn =anlxl-'-a'nzxz +"'+annxn +Yn
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Po uporzadkowaniu otrzymujemy model Leontiefa:

(1_a11)x1_aizx2 _"'_ainxn =Y1
—ay X; +(L=ay)) X, = =3, X =Y,

—ayX; 8 X, — (17 8,) X, =Y,
Model ten ma nastepujaca posta¢ macierzowa; (I-A)X=Y,

gdzie | oznacza macierz jednostkowg wymiaru nxn, X wektor produkcji globalnej, a Y
wektor produkcji finalnej. Macierz (I —A) nazywamy macierzg Leontiefa.

Model Leontiefa stuzy do okreslania wielkosci produkcji finalnej, dla ustalonej produkcji
globalnej lub okreslania produkcji globalnej koniecznej do osiggniecia wymaganej produkcji
finalnej.

Przyktad 16.
Dane jak w przykfadzie 15. Macierz Leontiefa:
1 0 0] |0125 065 O 0875 -065 O

I-A=/0 1 0|—-| 0,25 0O 06(|=/-025 1 -0,6
0 01 0,2 015 01 -02 -015 09

Wyznaczenie produkgii finalnej dla danej produkciji globalnej X' = [400 300 150]:
0875 -065 O 400 155

Y=(-A)X=[-0,25 1 -0,6|300|=|110
-02 -015 0,9 ||150 10

O ile wzro$nie produkt finalny jesli, produkt globalny X zmieni sie 0 AX ?
AXT =T[40 30 -5]

0875 -065 O 40 15,5
AY =(1 =A)AX =/ -0,25 1 -0,61(/30(=| 23

-02 -015 09 ||-5 -17

Przy zalozeniu odwracalnosci macierzy Leontiefa otrzymujemy: (1-A)Y =X,

czyli postac modelu Leontiefa pozwalajacg okreslic produkcje globalng na podstawie
produkciji finalne;.

Przyktad 17.
Ciag dalszy przyktadu 16. Policzymy macierz odwrotng do macierzy Leontiefa:

1672 1207 0,805
(1-A)*'=|0,712 1625 1,084
049 0539 1471

Wyznaczenie produkcji globalnej X , przy ktorej produkcja finalna Y™ = [155 110 10]:
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1672 1207 0,805][155]| [400
X=(-A)"Y =|0712 1625 1084|110 |=|300
0,49 0539 1471||10 | |150

Prognozowanie na podstawie modelu Leontiefa

Model Leontiefa stuzy do krotkookresowego prognozowania przysziej wartosci produkciji
finalnej lub globalnej pod warunkiem, Zze zalozono niezmienng technologie produkcji
(elementy macierzy A sg stale w czasie).

Prognozy | rodzaju dokonujemy, gdy w oparciu o model Y =(I —A)X wyznaczamy wektor
produkgciji finalnej dla zadanego przysztego wektora produkcji globalne;j.

Prognozy Il rodzaju dokonujemy, gdy ustalony jest pozadany przyszty wektor produkciji
finalnej i na podstawie modelu X =(1 —A)™Y wyznaczmy wektor produkcji globalnej, ktdry
umozliwi osiggniecie produktu koncowego na oczekiwanym poziomie.

Prognoza mieszana polega na prognozowaniu wybranych elementéw wektora produkcji
globalnej i finalnej, jesli ustalone sg pozostate elementy obu wektorow.

Przykiad 18.

Na podstawie danych ekonomicznych oceniamy, ze w kolejnym okresie (t+1)
produkcja globalna w gateziach 1 i 2 wzrosnie o 10%, zas w gatezi 3 nie zmieni sie.
Jaka bedzie produkcja finalna w okresie t+17?

Produkt globalny w okresie t+1: X{,, = [440 330 150]

Produkt finalny w okresie t+1 (prognoza | rodzaju):

0875 -065 0 ][440] [1705
Y =(-A)X,,=|-025 1 -06/|330|=| 130
-02 -015 09 ||150 -25

Do zrealizowania zaktadanej produkcji globalnej potrzebny jest import produktéw
gatezi 3 o wartosci 2,5 jednostki.

Jaki powinien by¢é wektor produkcji globalnej, aby unikng¢ koniecznosci importu
towaréw z gatezi 3 (produkcja finalna ma wynies¢: Y,,, = [170,5 130 0])?

Produkt globalny w okresie t+1 (prognoza Il rodzaju) obliczamy nastepujaco:

1672 1207 0,805|[170,5] [442,012
X =(-A)Y,,=/0712 1625 1084 |0 130 |=|332,709
049 0539 1471|| 0 153,677
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