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|. DOBOR ZMIENNYCH OBJA SNIAJACYCH DO MODELU
EKONOMETRYCZNEGO

1. Zasady doboru zmiennych

2. Metoda eliminacji zmiennych quasi-statych

3. Metoda analizy macierzy wspotczynnikow korelacji
4. Metoda Hellwiga doboru zmiennych do modelu

1. ZASADY DOBORU ZMIENNYCH

Zazwyczaj zestaw zmiennych, ktére majg wystgpi¢c w modelu w charakterze zmiennych

objasniajgcych nie jest okreslony jednoznacznie. Wynika to przyktadowo z:

= malo precyzyjnej teorii ekonomicznej,

= wiekszej liczebnosci zbioru potencjalnych zmiennych objasniajacych niz liczba
dostepnych obserwaciji.

Metody doboru zmiennych objasniajgcych do modelu sktadajg sie z dwéch elementow:
1. kryterium, na podstawie ktérego mozna porownywac rézne zestawy zmiennych,
2. sposobu ,przegladania” zbioru potencjalnych zmiennych objasniajgcych.

Ad 1. Tu stosuje sie mierniki jakosci modelu (np. wspétczynnik determinacji) lub ich zestawy

(np. wspotczynnik determinacji + wymog statystycznej istotnosci ocen parametréw).

Ad 2.

* metoda eliminacji a priori (zaczynam od jednej zmiennej i ewentualnie dokiadam do
modelu kolejne),

» metoda selekcji a posteriori (zaczynam od modelu ze wszystkimi zmiennymi, potem
usuwam kolejno najgorsze z nich),

* metoda przegladu bezposredniego (badanie wiasnosci wszystkich kombinacji zbioru
potencjalnych zmiennych objasniajacych i wybér najlepsze)).

2. METODA ELIMINACJI ZMIENNYCH QUASI-STALYCH
Miarg poziomu zmiennosci zmiennej jest wspotczynnik zmiennosci:

V. =

x|

m m }é
gdzie X ZEZ)(“ jest $rednig arytmetyczng dla zmiennej X;, a S :(ﬁZ(Xa ‘7i)2J
t=1 t=1

odchyleniem standardowym zmiennej X; .

Po ustaleniu przez badacza wartosci krytycznej v' przyrébwnuje sie ja do wartosci
wspotczynnika zmiennosci dla danej zmiennej. Jesli v, <v’, to zmienng uznaje sig za quasi-
stalg i eliminuje ze zbioru potencjalnych zmiennych objasniajacych.

3. METODA ANALIZY MACIERZY WSPOLCZYNNIKOW KORELACJI

Niech Y — zmienna objasniana, Xi,...,X,— potencjalne zmienne objasniajgce (,kandydatki”),
n - ilo§¢ obserwacji na zmiennych.

Metoda analizy macierzy wspotczynnikébw korelacji polega na wyborze takich zmiennych
objasniajacych do modelu, ktére sg silnie skorelowane ze zmienng objasniang i jednoczesnie
stabo skorelowane pomiedzy soba.



Przypomnienie:

Do badania zaleznosci dwoch cech mierzalnych stuzy wspélczynnik korelacji
liniowej Pearsona . Jest to stosunek iloczynéw odchylen wartosci zmiennych od
srednich arytmetycznych do iloczynu liczebnosci zbiorowosci i odchylen
standardowych tych zmiennych:

2Ry -y) _coyy, D (% -NAy =)
naay Ty 3 =02y -9

Xy

gdzie: r,, - wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona
n - liczebnos¢ proby,

X,Yy, - wartosci zmiennej Xizmienne;j Y,
X,y - srednie arytmetyczne zmiennej X i zmiennej Y,

o,.0, - odchylenia standardowe zmiennej Xi zmiennej Y,

o - /Z(x-n—i) g - IZ(yin-V)

Wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona przyjmuje wartosci z przedziatu (-11).
W przypadku braku zwigzku miedzy zmiennymi r,, =0. W przypadku zwigzku

X!

funkcyjnego dodatniego badz ujemnego (korelacja doskonata) wspodtczynnik
przyjmuje wartos$¢ 1 lub —1. Im sita zaleznosci miedzy X i Y wieksza, tym wartos¢
bezwzgledna wspotczynnika jest blizsza jednosci.

Punktem wyjscia w metodzie analizy macierzy wspoétczynnikow korelacji jest znajomosé
wektora R, i macierzy R:

]

R, = r:z , gdzie r, jest wspotczynnikiem korelacji pomiedzy zmienng objasniang Y oraz

potencjalng zmienng objasniajaca X;.

1 n, Mm
r 1 e T

R=| # zm | gdzie r; Jjest wspotczynnikiem korelacji pomiedzy potencjalnymi
e Tm2 ° Tom

zmiennymi objasniajacymi X; oraz X;.
Macierz R jest symetryczna (tzn. r; =r;), a na jej diagonalnej znajdujg sig jedynki
(poniewaz r; =1).

Przyjmujac poziom istotnosci a oraz dla n-2 stopni swobody wyznacza sie wartos¢ krytyczng

wspoétczynnika korelacji:
: €2
rN=l—m—"=1 -
((t )2 +n—2j

gdzie t* jest wartoscig statystyki odczytanej z tablic dla rozktadu t-Studenta dla a i n-2 stopni
swobody. Kolejno wykonywane sg kroki nastepujacej procedury:
1. Ze zbioru potencjalnych zmiennych objasniajgcych eliminuje sie te zmienne, dla ktérych
zachodzi:
Ir|<r”,
sg to bowiem zmienne nieistotnie skorelowane ze zmienna objasniana.
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2. Sposrod pozostatych zmiennych jako zmienng objasniajgcg w modelu powotuje sie takg
zmienng X, , dla ktorej:
| =madr )

zmienng X, zwie sie nosnikiem najwiekszego zasobu informacji o zmiennej objasnianej.
3. Ze zbioru potencjalnych zmiennych objasniajacych eliminuje sie te zmienne, dla ktérych
zachodzi:
|rhi| >r7,
sg to bowiem zmienne zbyt silnie skorelowane ze zmienng objasniajacg X, , czyli
powielajgce informacje wnoszone do modelu przez tg zmienna.

Powyzszg procedure powtarzamy, az do momentu wyczerpania zbioru potencjalnych
zmiennych objasniajgcych.

4. METODA HELLWIGA DOBORU ZMIENNYCH DO MODELU

Idea tej metody polega na wyborze optymalnej kombinacji zmiennych objasniajgcych, tzn.
takiej, ktorej elementy bedg w najwiekszym stopniu skorelowane z zmienng endogeniczng
i rownoczesnie stabo skorelowane miedzy sobg w poréwnaniu z innymi mozliwymi
kombinacjami zmiennych.

Nosnikiem informacji o zmiennej endogenicznej jest potencjalna zmienna objasniajgca.
Liczba wszystkich mozliwych kombinacji potencjalnych zmiennych objasniajagcych sposréd m
zmiennych wynosi: C=2"-1.

Pojemno scig indywidualn g nosnika informacji , bedaca miernikiem wielkosci informaciji
0 zmiennej Y wnoszonej przez zmienng X; w |-tej kombinacji, jest

_ rjz
Y

il

r,  — wspotczynnik korelacji liniowej migdzy zmienng endogeniczng a j-ta zmienng

(1=12..C:jdl)

egzogeniczna,
r;  — wspotczynnik korelacji liniowej miedzy i-tg i j-ta zmienng egzogeniczng wystepujaca
w danej kombinacji,

I,  —zbior numeréw zmiennych tworzacych I-tg kombinacje.

Pojemno $cig integraln q nos$nikéw informacji , taczng pojemnoscig wszystkich zmiennych
objasniajgcych wystepujagcych w I-tej kombinacji, nazywamy wyrazenie:
H=>h (1=12,..,C)
it
Pojemnos¢ integralna stanowi kryterium doboru kombinacji zmiennych objasniajgcych do
modelu ekonometrycznego. Sposrod wszystkich mozliwych kombinacji zmiennych wybiera
sie tg, dla ktorej pojemnos¢ integralna jest najwieksza.



II. KLASYCZNY MODEL REGRESJI

1. Zapis modelu

2. Zatozenia modelu liniowej regresji wielu zmiennych
3. Klasyczna metoda najmniejszych kwadratéw

4. Interpretacja wspétczynnikdéw rownania

1. ZAPIS MODELU
Rozwazamy liniowy model z wieloma zmiennymi objasniajgcymi:

Vi =6+ BXy + BoXoi +ot BXg &, 1=12,...n
gdzie
Y; — i-ta obserwacja zmiennej objasnianej,
X; — i-ta obserwacja j-tej zmiennej objasniajacej,
&; — skfadnik losowy,

By, B —nieznane parametry strukturalne modelu,

n — liczebnosé préby.
W zapisie wektorowym model ten ma postac: Y =XB+sg
gdzie

Y1
Y = y,2 — wektor obserwacji zmiennej objasnianej,

_yn (nx1)

1 Xy X o Xy

21 X X ot X . , . .

X=|. . ) — macierz obserwacji zmiennych objasniajgcych,

_1 X Xn 0 X (nxk)
w ktorej kolumna jedynek odpowiada statej w modelu,

B
B= ’6,’1 - wektor parametrow strukturalnych,

lgk (kx1)

&

52 . Ve
g=| | - wektor sktadnikow losowych.

En iy

2. ZALOZENIA MODELU LINIOWEJ REGRESJI WIELU ZMIENNYCH
Aby estymatory parametrow modelu Yy, =5, + X + B Xy +...+ L% + & mialy wymagane
wiasnos$ci statystyczne, przyjmujemy nastepujace zatozenia na temat sktadnika losowego ¢; :
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Zalozenie 1. Zmienne objasniajace sg nielosowe, ich wartosci sg ustalonymi liczbami
rzeczywistymi.
Zalozenie 2. Wartosci oczekiwane sktadnikow losowych sg réwne zeru: E(&)=0 dla

wszystkich i.
Zalozenie 3. Skitadnik losowy jest sferyczny, tzn.:

a. wariancje sktadnikow losowych sg state: D?(g)=0° dla wszystkich i, czyli sktadnik

losowy jest homoskedastyczny,
b. sktadniki losowe ¢, i £; sq od siebie niezalezne dla wszystkich i # j, czyli nie wystgpuje

autokorelacja sktadnika losowego.
Zatozenie 4. Sktadniki losowe majg rozktad normalny, co zapisujemy & : N(0,0?).

Zatozenie 5. Liczebnos¢ préby jest wieksza niz liczba szacowanych parametrow, czyli
n>k+1.

Zalozenie 6. Pomiedzy wektorami obserwacji zmiennych objasniajacych nie istnieje
zaleznos¢ liniowa (jest to zatozenie o braku wspoétliniowosci).

3. KLASYCZNA METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW
Poszukujemy estymatora wektora B minimalizujagcego sume kwadratow reszt, co jest

rébwnowazne minimalizacji nastepujacej formy kwadratowe;j:

Q=e"e=(Y=-Xb)"(Y=Xb)=(YT =b"X")(Y = Xb) =
=YY -Y"Xb-b"X"Y +b"X"Xb=YTY-2b"X"Y +b"X"Xb
gdzie

by

b=| . — wektor ocen parametrow strukturalnych,
by (kx1)
&

e= — wektor reszt modelowych,
& Jna

()" oznacza transponowanie macierzy.

Forma Q osigga ekstremum w punkcie, w ktérym jej pochodna sie zeruje: ?)_(s =0.
Stad: -2X'Y +2X"Xb=0,
oraz wektor ocen parametrow modelu wyraza wzor:

b=(X"X)*X"Y,

gdzie ()™ oznacza macierz odwrotna.

Przyjmujac oznaczenie Y dla wektora wartoéci teoretycznych, oszacowany model mozemy
zapisac jako:

A

Y=Xb.



Powyzej zdefiniowany estymator b nosi nazwe estymatora klasycznej metody
najmniejszych kwadratbw — KMNK (ang. ordinary least squares OLS).

Przyktad 1.
Do opisu produkcji przedsiebiorstwa w min zt (Y) zaproponowano zmienng X; —
zatrudnienie w osobach, X, — naklady inwestycyjne w min PLN. Zadaniem jest

oszacowanie parametréow modelu liniowego postaci Y, =5, + 6% +BX & na
podstawie danych zawartych w tabeli:

Lata Yt Xt Xot
2001 91 478 78
2002 95 506 84
2003 103 577 95
2004 142 632 94
2005 163 670 104
2006 180 659 119
2007 211 688 144
2008 242 717 202
W celu estymaciji modelu wykorzystamy wzor: b=(X"X)*X"Y

Wyznaczamy mac_ierze XiY:

1 478 78 [91]
1 506 84 95
1 577 95 103
o |1 632 94 v _|142
1 670 104 163
1 659 119 180
1 688 144 211
1 717 202 242

lloczyny macierzowe XX oraz X'Y sg nastepujace:

8 4927 920 1227
XX =|4927 3087487 586018 XTY =| 787255
920 586018 117518 155851

W wyniku odwrécenia macierzy X' X otrzymamy:
9,906439 -0,020343 0,023887

(XTX)*=|-0,020343 0,000048 -0,000079
0,023887 -0,000079 0,000217

Mozemy obecnie wyznaczy¢ wektor ocen parametréw strukturalnych modelu:
-136,729

b=(X"X)*X"Y =| 0,3418
0,692152

Model w postaci oszacowanej mozna zapisa¢ nastepujaco:
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bE-

¥, =-136,729+0,3418x, +0,692152x,,

Dodatkowo wyznaczamy wartosci teoretyczne Y, oraz reszty modelowe € i ich

kwadraty:

Yi V4 &=~ % &
91 80,63969 10,3603 | 107,3361
95 94,363 0,637| 0,405765
103 126,2445 -23,2445| 540,3061
142 144,3513 -2,3513| 5,528818
163 164,2613 -1,2613| 1,590796
180 170,8837 9,1163 83,1062
211 198,0997 12,9003 | 166,4168
242 248,1567 -6,1567 | 37,90541
Suma X 0,0001| 942,5959

4. INTERPRETACJA WSPOLCZYNNIKOW ROWNANIA

Oceny estymatoréw parametréw modelu ekonometryczneg o b; (=1,2,...,k) informuja,
jak jednostkowa zmiana j-tej zmiennej objasniajacej wptynie na srednig wartos¢ zmiennej
objasnianej, przy zalozeniu, ze pozostate zmienne pozostang na tym samym poziomie.

Przyktad 2.

W modelu ¥, =-136,729+0,3418x, +0,692152x,, z przyktadu 1. ocena parametru b,
ma nastepujacq interpretacje:

~Wzrost wartosci naktadéw inwestycyjnych (zmiennej X;) o 1 min zt (o jednostke)
wywota sredni przyrost wartosci produkciji przedsiebiorstwa (zmiennej Y) o 692,152
tys. zt (0 0,692152 jednostki), przy zatozeniu, ze zatrudnienie (zmienna objasniajgca
X1) sie nie zmieni (zalozenie ceteris paribus).”



. WERYFIKACJA MODELU

1. Ocena jako $ci modelu
2. Badanie istotno $ci zmiennych obja $niajacych modelu
3. Weryfikacja reszt

1. OCENA JAKO SCI MODELU

Po oszacowaniu parametrow modelu ekonometrycznego nalezy przeprowadzi¢ analize
dopasowania modelu do danych empirycznych.

Miary okres$lajgce stopien zgodnosci modelu z danymi empirycznymi obliczane sg na
podstawie reszt e =y, —y,. Model tym lepiej pasuje do danych empirycznych, im reszty co

do wartosci bezwzglednej sg mniejsze.

O zgodnoséci modelu z danymi empirycznymi méwi wariancja skladnika losowego o°.
Estymatorem wariancji o® skladnika losowego w liniowym modelu z k zmiennymi

objasniajacymi szacowanym KMNK jest wariancja reszt :

l n
SZ: 2
¢ n—k—lDiZ:;‘q

Odchylenie standardowe reszt wyznaczamy jako:

1 n
S = /— e’
: \/n_k_lnz.

i=1

Odchylenie standardowe reszt (inaczej: blad estymacji, standard error of estimation) maéwi,
o ile przecietnie zaobserwowane wartosci zmiennej objasnianej réznig sie od wartosci
teoretycznych tej zmiennej wyznaczonych z modelu.

Przyktad 3.
Dla danych z przyktadu 1:

n
S = |—2 ZQZZ\/ 1 (942596 = 188519 = 13,730
n-k-14& 8-2-1

Wartosci empiryczne produkcji przedsiebiorstwa réznig sie od wartosci teoretycznych
przecietnie 0 13,73 min zi.

Wada powyzszych miar jest fakt, ze przeskalowanie zmiennej objasnianej powoduje zmiane
ich wartosci.

Dokonamy teraz dekompozycji wariancji zmiennej obja $nianej. Catkowitg zmiennosé
zmiennej objasnianej mozna rozbi¢ na dwie czesci:

Z(Yi -y)? =Z(9i -y)? +Z€‘iz

Inaczej zapisujac: SST =SSR + SSE

n

SST=Z(yi -y)? to suma kwadratéw odchylen wartosci empirycznych y-ka od wartosci
i=1

sredniej, tzw. catkowita zmienno $€é zmiennej obja $nianej (sum of squares-total),

n
SSR:Z()?i -y)? to suma kwadratow odchylenn wartosci teoretycznych y-ka od wartosci

i=1
$redniej, tzw. zmienno $¢ zmiennej obja s$nianej wyja $niona przez model (sum of squares-

10
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n

regression), a SSE=Zei2 - suma kwadratéw reszt, czyli zmienno$¢é zmiennej
i=1

obja$nianej nie wyja $niona przez model (sum of squares-error).

SSR, SSE
+

Dzielgc stronami wzoér na catkowitg zmiennos¢ y-ka przez SSTotrzymujemy: 1:§ ok

Stad wynikajg kolejne miary dopasowania modelu do danych empirycznych:

Wspotczynnik determinacji  R? (R-squared):

Informuje on, jaka czes¢ catkowitej zmiennosci zmiennej objasniane] zostata wyjasniona
przez model.

Wspotczynnik zbie znosci (indeterminaciji) ¢*:

3 2
_SSE_ .
SST _
Dy -9’
i=1
Informuje on, jaka czes¢ catkowitej zmiennosci zmiennej objasnianej nie zostata wyjasniona
przez model.

¢2

Wspotczynnik determinacji  mozna rowniez wyznaczy¢ ze wzoru:

2.«
RZ :1_¢2 :1_ - i=1
Z(Yi -y)?
i=1

Wspétczynnik R? przyjmuje wartosci z przedziatu (O,l). R?=1 dotyczy doskonatego
dopasowania modelu do danych empirycznych. Wtedy wszystkie reszty przyjmujg wartos¢ 0.
Wyznaczona MNK hiperplaszczyzna przechodzi wéwczas przez wszystkie punkty
empiryczne. R* =0 odpowiada modelowi y. =b,, w ktérym Zzadne zmienne objasniajace nie
wyjasniajg zmiennosci y-ka. Im wieksza jest wyjasniona modelem zmiennos¢ zmiennej
objasnianej, tym warto$¢ R? blizsza jest jedynce.

W przypadku modelu z jedng zmienng objasniajaca R? réwny jest kwadratowi
wspotczynnika korelacji z préby miedzy zmienng objasniang a objasniajaca.

Dla modelu z wieloma zmiennymi objasniajacymi informacja, jaka niesie warto$¢ R®> moze
by¢ falszywa w wypadku wystepowania efektu katalizy . Wowczas silne skorelowanie
zmiennych objasniajgcych miedzy sobg podwyzsza warto$¢ wspoétczynnika determinaciji.

Po wprowadzeniu dodatkowej zmiennej objasniajacej do modelu warto$¢ wspéiczynnika

determinacji nigdy nie maleje. Trudno wiec na podstawie R? poréwnywaé¢ modele z takg
samg zmienng objasniajacg i rozng liczbg zmiennych objasniajacych. Zaleca sie wtedy
stosowanie skorygowanego wspotczynnika determinacji (adjusted R-squared):
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Zef/(n—k—l)
R2=1- ni:l
Z(yi—vf (n-1)

Wartoéci R? malejg przy wprowadzaniu zmiennych nie wywotujacych znaczacego przyrostu
wyjasnienia zmiennosci zmiennej objasnianej.

Zalezno$¢ miedzy R? a R? jest nastepujaca: RZ2=R?- t l(l— RZ).
n— —

Zachodzi R” <R’ oraz R?0(-w,1).

Wsrdd innych miar dopasowania modelu do danych empirycznych wystepuje $redni bt ad
bezwzgl edny (mean absolute error):

l n
MAE =20 e
ni=
Im mniejsze sg wartosci MAE, tym dopasowanie modelu lepsze.

Wspotczynnik zmienno  $ci losowej W, =%DOO% okresla, jaki procent Sredniej wartosci
y

zmiennej objasnianej stanowi odchylenie standardowe reszt. Im mniejsza jest wartos¢ W,,
tym dopasowanie modelu lepsze.

Wspdtczynnik korelaciji wielorakiej R okresla site zwigzku liniowego zmiennej objasnianej
ze wszystkimi zmiennymi objasniajacymi modelu.

R=+/R?
Poniewaz R=r g, stad wspotczynnik korelacji wielorakiej informuje w jakim stopniu sg ze
sobg skorelowane empiryczne i teoretyczne wartosci zmiennej objasnianej.

2. BADANIE ISTOTNO SCI ZMIENNYCH OBJASNIAJACYCH MODELU
W rozdziale niniejszym zajmiemy sie wnioskowaniem o parametrach liniowego modelu
ekonometrycznego:

Yi =B+ BiX + BoXo +t BX T &, i=12,..n
Jego oszacowana postac jest nastepujaca:

Yi =by +bxy +B,% +. A B X
by ..--,b, S8 estymatorami parametrow 2, ,...,3, majacymi rozktady normalne.
Wartosci oczekiwane tych estymatorow réwne sg odpowiednio f,,...,-
Macierz wariancji i kowariancji estymatora b jest rowna o (XTX)_l.
Estymatorem macierzy wariancji i kowariancji estymatora b jest Dz(b) =g? (XTX)_l.
Niech d;, i =0,1, ...k, j = 0,1,....k, 0znaczajg elementy macierzy D?(b).
Wtedy elementy diagonalne d;, j = 0,1,..k s ocenami wariancji estymatorow
poszczegoblnych parametrow modelu, natomiast pierwiastki kwadratowe z ocen wariancji sg
standardowymi btedami szacunku parametréw 5, j =0,1,....k

S =dy
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Standardowy bt ad szacunku parametru Sn, informuje, o ile srednio ocena by rozni sie od

parametru 4, jesli parametr [ zostat oszacowany na podstawie réznych prob sktadajgcych
sie z tej samej liczby obserwacji.

Standardowy btad szacunku powinien by¢ jak najmniejszy w stosunku do oceny parametru.
W praktyce przyjmuje sie, ze nie powinien przekracza¢ 50% jej wartosci bezwzglednej, jesli
liczba stopni swobody jest wieksza niz 20.

Przyktad 4.
Wyznaczymy  standardowe bledy szacunku parametrow dla  modelu

¥, =-136,729+0,3418x, +0,692152x,, z przyktadu 1.
9,906439 -0,020343 0,023887

(XT™X)*=|-0,020343 0,000048 -0,000079
0,023887 -0,000079 0,000217

S =1373, S/ =1885129
1867492 -3.834831 4503038
D?(b) =| -3,83483 0,009016 -0,014936
4503038 -0,014936 0,040832

S, =+/doo =+/1867,492 = 4321448,

S, =+/d;; =+/0,009016 =0,09495,
S, =+/d;, =1/0,040832 =0,202068 .

§, = -136,729 +0,3418x, +0,692152x,,
[43,215] [0,095]  [0,202]

Np. ocena by rézni sie od parametru 3 srednio 0 43,215.

Przedziat ufno $ci dla parametru strukturalnego

Estymacja przedzialowa polega na wyznaczeniu, na podstawie wynikéw obserwacji,
takiego przedziatu liczbowego, o ktorym, z wustalonym z goéry, bliskim jednosci,
prawdopodobieAstwem stusznosci sadu, mozna twierdzi¢, ze zawiera w sobie prawdziwg
warto$¢ szacowanego parametru.

Przedziat taki nosi nazwe przedziatu ufno $ci, zas jego konce, odpowiednio, nazwe dolnej
i gérnej granicy ufno $ci.

Prawdopodobienstwo tego, ze przedziat ufnosci pokryje nieznang wartos¢ szacowanego
parametru, nazywa sie wspotczynnikiem ufno $ci (ozn. 1-a). Wartos¢ a nazywamy
poziomem istotno $ci. W celu skonstruowania przedziatlu ufnosci poziomu istotnosci
przyjmujemy z gory.

Wiemy, ze estymator b; ma rozktad normalny ze srednig £ i odchyleniem standardowym g,

(co zapisujemy jako b; ~ N(B;,0}, )), zatem ja_ Ai_ N(0,1).

b;

W praktyce zamiast nieznanego g, stosuje sie SDJ_ . W zwigzku z tym nastepujgca zmienna
ma rozkiad t-Studenta o (n-k-1) stopniach swobody:

b; - B;
S,

- tn—k—l

i
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Aby wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla parametru 8, j = 0,1,..,k, nalezy dobrac z tablic rozktadu
t-Studenta takg wartosc t,n«.1, aby spetniona byta relacja:

b -4
P{—‘ ’SO'B | sta’n_k_l}=1—a

Inaczej: P{by ~typia (8, < By <b +t,,, (8, [=1-a
(1-a)[100-procentowy przedziat ufnosci dla parametru 4 jest wigc postaci:
(bi _ta,n-k—l [BDJ- 'bj +ta,n-k—1 [an ) ' J = 0,1,...,k.

W skrocie warto$¢ krytyczng t,, ., bedziemy oznaczac t.

Dlugos$¢ przedziatlu ufnosci zalezy od poziomu istotnosci a, liczby stopni swobody oraz
wielkosci standardowych btedow szacunku parametrow. Przedziat ufnosci jest tym wezszy im
wyzsza jest wartos¢ poziomu istotnosci a, wieksza liczba stopni swobody (a wiec bardziej
liczna préba) oraz nizsza warto$¢ standardowego btedu szacunku parametru.

Z praktycznego punktu widzenia bedzie nas interesowalo, czy skonstruowany przedziat

ufnosci zawiera liczbe zero. Bedziemy twierdzi¢, ze jesli do przedziatu ufnosci nalezy 0, to
dany parametr strukturalny modelu jest statystycznie nieistotny.

Przyktad 5.
y, =-136,729 +0,3418x, +0,692152x,,, t=1..8

[43,215] [0,095]  [0,202]

Wartosc¢ krytyczna statys*,tyki t-Studenta dla poziomu istotnosci a=0,05 i n-k-1=8-2-1=5
stopni swobody wynosi t =2,5706.

Przedziat ufnosci dla parametru £i:

(B =t 055 [B, ;b 15 055 [§,) = (0,3418-2,5706(0,095; 0,3418+2,5706(0,095) =

= (0,098; 0,586)

Mozna sadzi¢ na 95%, ze przedzial ten obejmuje nieznang warto$¢ parametru .

Do przedzialu tego nie nalezy liczba 0, wiec mozna twierdzi¢, ze parametr G, jest

statystycznie istotny.
Zmienna X; wywiera tym samym statystycznie istotny wplyw na zmienng Y.

Test t-Studenta na istotno  $€ parametru strukturalnego
Zajmiemy sie teraz weryfikowaniem hipotezy dotyczacej braku statystycznej istotnosci
parametru £, j = 0,1,..k stojacego przy zmiennej objasniajgcej X; w modelu
ekonometrycznym. Hipotezy badawcze formutujemy nastepujaco:

Ho : B; =0 (parametr jest statystycznie nieistotny)

H,:B; #0 (parametr jest statystycznie istotny)

Jesli hipoteza zerowa jest prawdziwa, to przy zatozeniu, ze sktadnik losowy modelu ma

b.

rozktad normalny, statystyka t; =1 j = 0,1,...k, ma rozkiad t-Studenta z n-k-1 stopniami
bs,
i

swobody.
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Procedura postepowania:

1. Dla parametru 4 wyznaczamy wartoS¢ empiryczng statystyki t; .

2. Ztablic dla rozktadu t-Studenta dla zadanego poziomu istotnosci a i n-k-1 stopni swobody
odczytujemy krytyczng wartosé t” .

3. Jezeli ‘tj‘>t*, to hipoteze zerowg H, odrzucamy na rzecz hipotezy alternatywnej H;.
Mowi sie wtedy o statystycznej istotno $ci parametru 3. Uznajemy, ze zmienna X
wywiera statystycznie istotny wptyw na zmienng Y.

Jezeli ‘tj‘st*, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H,. Méwi sie wtedy

o statystycznej nieistotno §ci parametru S. Uznajemy, ze zmienna X; nie wywiera
statystycznie istotnego wptywu na zmienng Y.

Jesli liczba stopni swobody jest wieksza niz 20, to wtedy dla a = 0,05 wartos¢ krytyczna

t"=2. W konsekwenciji standardowy btad szacunku parametru nie powinien przekraczaé
50% wartosci bezwzglednej oceny parametru.

Przyktad 6.
y, =-136,729 +0,3418x, +0,692152x,,, t=1..8
[43,215] [0,095] [0,202]
Zweryfikujemy hipoteze H, : 8, =0 wobec hipotezy alternatywnej H,: 3, 0.
Wartos¢ krytyczna statystyki t-Studenta dla a=0,05 i 5 stopni swobody wynosi
t'=2,5706.
0,3418
0,095

Poniewaz |tl| >t", zatem hipoteze zerowg odrzucamy na rzecz hipotezy alternatywnej.

Warto$¢ empiryczna statystyki t-Studenta dla 8, wynosi: t; = =3598.

Parametr S, jest statystycznie istotny.
Zmienna X; wywiera statystycznie istotny wplyw na zmienng Y.

Warto $¢€ p jest poziomem prawdopodobiehstwa, przy ktérym nie ma podstaw do odrzucenia
hipotezy zerowej przy obliczonej na podstawie proby wartosci empirycznej statystyki t;.
Przyjmujac zazwyczaj poziom a = 0,05, H, odrzuca si¢ na korzys¢ H,, gdy p < 0,05.

Test F
Hipotezy badawcze dotyczg w tym tescie zestawu parametréw strukturalnych:

Hy:8,=8,=..=6,=0 (H,:R=0)
H, :co najmniej jeden z S jest rozny od zera, j =1,2,...k. (H;:R#0)
Hipoteza zerowa mowi, ze zadna ze zmiennych objasniajacych nie wyjasnia ksztaltowania
sie wartosci zmiennej objasniane;.
_(n=k-D R?

” R ma rozktad F-

Przy prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka F

Snedecora z my = k oraz m, = n-k-1 stopniami swobody.

Procedura postepowania:

1. Na podstawie proby obliczamy warto$¢ empiryczng statystyki F.

2. Dla zadanego poziomu istotnosci a oraz dla liczby stopni swobody my = ki m, = n-k-1
odczytujemy z tablic warto$é krytyczng F .

3. Jezeli F>F’, to hipoteze Ho odrzucamy.
Jezeli FsF, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.
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W praktyce za pomocg testu F dokonuje sie weryfikacji hipotezy dotyczacej istotnosci
podzbioru parametréw stojacych przy zmiennych, o ktére poszerzono wyjsciowy model.
Bada sie wtedy tgczny efekt nowo wprowadzonych zmiennych.
Przyczyny braku statystycznej istotno  $ci parametrow
Brak statystycznej istotnosci parametru strukturalnego moze wynika¢ z faktycznego braku
zwigzku pomiedzy zmienng objasniajagcg a zmienng objasniang, ale moze tez byc¢
spowodowana innymi przyczynami:

» niskag jakoscig danych statystycznych,

» malq liczebnoscig préby,

* niewlasciwie dobranym zestawem zmiennych objasniajacych,

* niewlasciwg postacig analityczng modelu.

3. WERYFIKACJA RESZT

Sprawdzimy teraz, czy w szacowanym modelu ekonometrycznym sg spetnione zatozenia
KMNK dotyczagce wiasnosci skfadnika losowego. Weryfikacje takg przeprowadzimy na
podstawie reszt bedacych oszacowaniami sktadnikdéw losowych.

Badanie losowo $ci
Test liczby serii
Za pomoca testu liczby serii weryfikujemy hipoteze o trafnosci doboru postaci analitycznej

modelu. Przyktadowo mozemy sprawdzi¢, czy model Y; = f(X;,....X,&;), gdzie f jest
dowolng funkcjg (np. liniowa), poprawnie opisuje zaleznos¢ pomiedzy zmienng objasniang a
zmiennymi objasniajgcymi. Stawiamy woéwczas hipotezy:

Ho o v = F(X, %X, %, &) (przyjeta postac¢ analityczna modelu jest poprawna)

Hitoy # F(X, %%, &) (przyjeta postac analityczna modelu nie jest poprawna)

Procedura postepowania:

1. Porzadkujemy niemalejgco reszty w prébie wedtug zmiennej porzadkujacej. Zmienng
porzadkujacg jest zmienna czasowa, gdy dane pochodzg z szeregébw czasowych,
natomiast dla danych przekrojowych — jedna ze zmiennych objasniajacych.

2. Dla uporzadkowanego ciggu reszt obliczamy liczbe serii reszt modelu (ozn. S). Seria jest
sekwencjg reszt o takim samym znaku. Jesli reszty majg charakter losowy, to liczba serii
jest zmienng losowa.

3. Z tablic testu liczby serii dla liczby reszt dodatnich n,, liczby reszt ujemnych n, oraz
przyjetego poziomu istotnosci a/2 i 1-a/2 odczytujemy krytyczne liczby serii S, i S, .

4. Jesli S <S<S,, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H,, zatem reszty majg

charakter losowy. Jesli S<S lub S>S, hipoteze H, nalezy odrzuci¢, rozktad odchylen
uznajemy za nielosowy i twierdzimy, ze posta¢ modelu zostata zZle dobrana.

Popularne tablice testu serii skonstruowano dla n; < 20 oraz n, < 20. Ze wzrostem liczb n; i n,
rozktad liczby serii dazy do rozkladu normalnego. Wtedy do oceny losowosci ciggu reszt
wykorzystuje sie statystyke:
S-E(S 2n,n —n -
7 = (S) | gdzie E(S) = 12 41 o = 2n1n2(2n;n2 N —ny) .
Os n+n, (n1+n2) (n1+n2 -1

Statystyka Z ma asymptotyczny rozktad normalny N(O, 1).

Badanie normalno $ci
a) Test Shapiro-Wilka
Ho: sktadnik losowy modelu y = Xp +& ma rozktad normalny

H,: sktadnik losowy modelu y = Xp +¢ nie ma rozkiadu normalnego
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Procedura postepowania:

1.

3.

4.

Porzadkujemy reszty wedtug wartosci niemalejgcych, otrzymujac ciag e, €ey,...,€(n)-
A
[zan,i [ n-i+1) _e‘(i))]2

Obliczamy warto$¢ statystyki W ==L :

D€

i=1

gdzie [n/2] — czesé catkowita liczby n/2,

ani — wspotczynnik Shapiro-Wilka odczytany z tablic.

Z tablic testu Shapiro-Wilka dla poziomu istotnosci a i wielkosci préby n odczytujemy
wartos¢ krytyczng W .

Jezeli W =W ', to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H.

Jezeli W < W ', hipoteze Ho odrzucamy na korzy$é hipotezy H,.

Test ten moze by¢ stosowany dla matych préb (np. gdy n < 30).

b) Test Jarque’a-Bery
Test ten polega na por6wnaniu, jak wartosci miar asymetrii i kurtozy, obliczonych na
podstawie reszt, roznig sie od wartosci tych miar dla rozktadu normalnego.

Ho: sktadnik losowy modelu y = Xp +& ma rozktad normalny
H,: sktadnik losowy modelu y = Xp +¢ nie ma rozkiadu normalnego

Procedura postepowania:

1.

Na podstawie reszt modelowych obliczamy:
I
_M, _ niF

wspotczynnik asymetrii: - g3 - 3
/1ZQ2
N

A>0 w przypadku asymetrii prawostronne;.
A<0 w przypadku asymetrii lewostronnej.
A=0 dla rozktadéw symetrycznych (m.in. dla rozktadu normalnego).

lZ”:4
—) 8
_M, _ niz

wspotczynnik skupienia  (kurtoze): K= < 4,
1 5
n®

i=1

K<3, jesli rozkiad jest bardziej sptaszczony niz rozktad normalny.
K>3, jesli rozkiad jest bardziej wysmuktly niz rozktad normalny.
Dla rozktadu normalnego K=3.

Wyznaczamy wartos¢ statystyki Jan(éA2 +2—14(K—3)2j. Ma ona asymptotyczny

rozktad y? z 2 stopniami swobody.

Z tablic dla rozktadu x? dla poziomu istotnosci ai 2 stopni swobody odczytujemy warto$é
krytyczng x?Z.

Jesli JB> x7, to hipoteze H, 0 normalnosci sktadnika losowego odrzucamy.

Jesli JB< )(*2 , hie ma podstaw do odrzucenia H.

Test Jarque’a-Bery stosujemy jedynie dla duzych préb.
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Odrzucenie hipotezy o normalnosci sktadnika losowego oznacza, ze estymatory parametréw
modelu nie majg rozktadu normalnego. Nalezy wtedy ostroznie wnioskowa¢ na podstawie
testow, wykorzystujacych zatozenie normalnosci sktadnika losowego (np. testu t-Studenta).

Badanie autokorelaciji

Negatywne zjawisko autokorelacji sktadnikéw losowych moze sie pojawi¢ na skutek btednej
specyfikacji modelu (brak waznej zmiennej objasniajacej, niewlasciwa posta¢ analityczna)
lub z powodu powolnego wygasania efektow czynnikéw przypadkowych zaburzajgcych
normalny przebieg prawidtowosci ekonomicznych.

Mowimy, ze nie wyst epuje autokorelacja sktadnikéw losowych (sa one nieskorelowane),
jeslicov(s, §) =0dlai#, i,j=1,2,...,n.
Jesli cov(g, ) # 0 dla j=i-p, i=p+1,...,n, to moéwimy, ze wyst gpita autokorelacja rz edu p.
Jesli cov(g, 1) #0dlai=2,...,n, to wyst gpita autokorelacja I-ego rz edu.
Miernikiem autokorelacji sktadnikdéw losowych rzedu p sg wspéiczynniki autokorelacii
Z proby, bedgce wspéiczynnikami korelacji liniowej pomiedzy resztami odlegtymi od siebie
0 p okresow.
Do badania autokorelacji I-ego rzedu wykorzystuje sie nastepujacy wspétczynnik 0 :
n

6% -

p= nI - n
\/ > 0T o)
i=1 =2

Wspblczynnik 0 przyjmuje wartoéci z przedziatu (—L1>, jego znak okresla kierunek
zaleznosci, a bezwzgledna wartos¢ wskazuje na site zaleznosci.

1

a) Test Durbina-Watsona weryfikuje istnienie autokorelacji pierwszego rzedu.
W tescie tym stawiamy hipotezy nastepujgco:

Ho: o= 0 (nie wystepuje autokorelacja I-ego rzedu sktadnikéw losowych)

H:: o> 0 (ma miejsce dodatnia autokorelacja I-ego rzedu sktadnikéw losowych)
albo

Ho: o= 0 (nie wystepuje autokorelacja I-ego rzedu sktadnikéw losowych)

Hi: p< 0 (ma miejsce ujemna autokorelacja I-ego rzedu sktadnikow losowych)

Sprawdzianem jest statystyka Durbina-Watsona postaci:

Z(q _ei—1)2
d=2——=2(1-)

D€
i=1

Statystyka d przyjmuje warto$ci z przedziatu (0,4).
Wartos¢ d =2 $wiadczy o braku autokorelacji (wtedy 0 =0).
Gdy d =0, to ma miejsce silna autokorelacja dodatnia (wtedy 0 =1).

Gdy d =4 to ma miejsce silna autokorelacja ujemna (wtedy 2 = —1).

Rozkiad statystyki d zalezny od liczby obserwaciji i liczby szacowanych parametrow. Tablice
zawierajg wartosci krytyczne: gorng dy i dolng d..
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Whnioskowanie na podstawie d:
1. Jesli p>0 (czyli d<2), to weryfikuje sie hipotezy:
Ho: p=0 wobec Hyi: p>0
Gdy d > dy, to brak podstaw do odrzucenia hipotezy H.

Gdy d <d,, to odrzucamy hipoteze H, i ma miejsce autokorelacja dodatnia.
Gdy d_ <d< dy brak rozstrzygniecia testu.

2. Jesli p<0 (czyli d>2), to weryfikuje sie hipotezy:
Ho: p=0 wobec Hi: p<0

Obliczamy d’ = 4-d.

Gdy d’ > dy, to brak podstaw do odrzucenia hipotezy H,.

Gdy d’ < d_, to odrzucamy hipoteze Hy i ma miejsce autokorelacja ujemna.

Gdy d. =d’ =dy brak rozstrzygniecia testu.
Testu Durbina-Watsona nie stosuje sie, jesli w modelu jako zmienna objasniajgca wystepuje
opdzniona zmienna objasniana.

b) Test mno znika Lagrange’a
Ho: o= 0 (nie wystepuje autokorelacja I-ego rzedu sktadnikéw losowych)
H; : p# 0 (ma miejsce dodatnia autokorelacja I-ego rzedu sktadnikéw losowych)
Procedura postepowania:
1. Wyznaczamy reszty € modelu ¥, =k, +bx; +bx, +..+bB X, 1=12,...n.
2. Szacujemy model pomocniczy € =a, taX; +..taX; +a.,8_4 1=23,..,n
i wyznaczamy wspétczynnik determinacji R? dla tego modelu.
3. Obliczamy (n-1)[R? i poréwnujemy jg z wartoscig krytyczng testu )(2 dla poziomu
istotno$ci i 1 stopnia swobody xZ.
4. Jesli (n—-1)R? > x2, to odrzucamy H, (wystapita autokorelacja pierwszego rzedu).

Jesli (n—1)[R? < x2, to nie ma podstaw do odrzucenia Hy 0 braku autokorelaciji.
Test mnoznika Lagrange’a moze by¢ stosowany jedynie dla duzej liczby obserwacii.

Gdy mamy do czynienia z autokorelacjg skfadnika losowego, estymatory wariancji
parametrow strukturalnych szacowanych KMNK sg obcigzone. W rezultacie falszywych
informaciji dostarczajg wartosci statystyk t-Studenta oraz przedziaty ufnosci. W takiej sytuacji
parametry modelu nalezy szacowa¢ uogdlniong metoda najmniejszych kwadratow lub
metodag rézniczki zupetne;j.

Badanie homoskedastyczno $ci
W KMNK zakfada sie, ze wariancje sktadnikow losowych sg state: D?(g) =0 dlai=1,2,...,n

(sktadnik losowy jest homoskedastyczny ). W praktyce, zwlaszcza w modelach dla danych
przekrojowych, zalozenie to czesto nie jest spelnione - skladnik losowy jest
heteroskedastyczny (np. model wydatkéw gospodarstw w zaleznosci od ich dochodéw).

Test Goldfelda-Quandta
Dla dwoch czesci populacii, co do ktérych przypuszczamy, ze cechujq je r6zne wariancje
sktadnika losowego, formutujemy nastepujgce hipotezy:

Ho: 012 :022 (sktadnik losowy jest homoskedastyczny)
Hy: 012 # 022 (sktadnik losowy jest heteroskedastyczny)

gdzie 012 , 022 - wariancje sktadnikow losowych w pierwszej i drugiej czesci.
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Procedura postepowania:

1. Porzadkujemy niemalejgco obserwacje w probie wedlug zmiennej porzadkujacej.
Zmienng porzadkujacg moze by¢ zmienna czasowa lub — dla danych przekrojowych —
zmienna objasniajaca podejrzana o wywotywanie heteroskedastycznosci.

2. Wybieramy dwie skrajne podpréby. Pominieta liczba obserwacji nie powinna przekraczac
1/3 liczebnosci catej proby. Niech n; - liczba obserwacji w pierwszej podprobie, a n; -
liczba obserwacji w drugiej. Szacujemy model indywidualnie w kazdej podprébie

i wyznaczamy odpowiednie wariancje resztowe S? i S?.

3. Obliczamy F =S2/S? (w liczniku wieksza z wariancji). Jesli hipoteza Ho jest prawdziwa,

to F ma rozklad F-Snedecora.

4. W tablicach statystycznych dla poziomu istotnosci a oraz m;= ny-k-1, my= n;-k-1 stopni
swobody odczytujemy warto$é krytyczng F .

5. Jesli F<F, to brak podstaw do odrzucenia hipotezy Ho.
Jesli F>F’, to hipoteze H, odrzucamy na rzecz hipotezy H,.

Jesli heteroskedastycznos¢ zostata spowodowana tacznie przez kilkka zmiennych
objasniajgcych, stosujemy inne testy, np. test White’a lub Harveya-Godfreya .

W wypadku heteroskedastycznosci sktadnika losowego estymatory parametrow
strukturalnych uzyskane KMNK majg obcigzong wariancje, co uniemozliwia poprawng
weryfikacje hipotez dotyczacych wartosci parametrow strukturalnych. W takiej sytuacji do
estymaciji parametréow modelu nalezy zastosowa¢ wazong MNK.
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V. ANALIZA ROZWOJU ZJAWISK W CZASIE

. Szeregi czasowe

. Modele trendu

. Wygtadzanie szeregu czasowego metod @ sredniej ruchomej
. Stacjonarno $¢ procesow stochastycznych

. Modele AR, MA, ARMA i ARIMA

. Inne modele ze zmiennymi op6 Zznionymi

. Kointegracja szeregéw czasowych

~NOoO o~ WNE

1. SZEREGI CZASOWE

Szeregiem czasowym nazywa sie uporzadkowany wedlug czasu zbi6r obserwaciji
statystycznych.

W wypadku szeregu czasowego przyjmuje sie, ze wartosci zmiennej charakteryzujgcej
okreslone zjawisko (zmiennej zaleznej) zalezg od czasu (zmiennej niezaleznej).

Rozrézniamy dwa typy szeregdw czasowych:

- szeregi okresow - zawierajg dane dotyczace ksztaltowania sie poziomu zjawiska
w catym okresie przyjetym za jednostke czasu. Istnieje mozliwosé wydtuzania okreséw,
w jakich dokonuje sie pomiaru, np. przechodzenie z danych miesiecznych na kwartalne
i roczne, za pomocg agregacji danych.

- szeregi momentéw - zawierajg informacje jedynie o poziomie zjawiska w wyréznionych
momentach czasu (tzn. w chwili dokonywania pomiaru) i nie wiemy, jak sie ono
ksztattowato miedzy kolejnymi momentami obserwacji. Mozna jednak wyznaczy¢
przecietny poziom zjawiska na podstawie pomiaréw przeprowadzonych w kilku
momentach nalezacych do okresu przyjetego za nowg jednostke czasu (np. majac dane
o liczbie zatrudnionych w kolejnych miesigcach mozna podac¢ sredni poziom zatrudnienia
w ciggu roku).

Celem analizy szeregow czasowych jest:

- o0szacowanie parametrow wybranego modelu ksztaltowania sie zmiennej i ocena
doktadnosci dopasowania modelu do danych empirycznych,

— wykorzystanie oszacowanego modelu dla prognozy Kksztalttowania sie zjawiska
w przysztych okresach.

Z punktu widzenia dziatania réznego rodzaju przyczyn, ktére wywoltujg okreslone zmiany

w rozwoju zjawiska, wyrézniamy:

— przyczyny dziataj ace w sposob trwaly , powodujgc wystgpienie okreslonej tendencji
rozwojowej (trendu),

- przyczyny zaktdcaj gce tg tendencje w sposéb regularny lub nieregularny

Dekompozycja szeregu czasowego polega na stwierdzeniu wystepowania w szeregu
czasowym takich sktadnikow, jak:

— staly (przecietny) poziom,

— tendencja rozwojowa (trend),

— wahania okresowe,

- wabhania cykliczne,

— wabhania przypadkowe.
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Tendencja rozwojowa to systematyczne, jednokierunkowe zmiany (wzrost lub spadek)
poziomu badanego zjawiska zachodzace w diugim okresie. Wyréwnang linie wyznaczajgcq
zasadniczy kierunek rozwojowy badanego procesu nazywamy trendem .

Wahania okresowe (periodyczne) sg to rytmiczne wahania o okreslonym cyklu (okresie
przebiegu). Najczesciej obserwuje sie wahania o cyklu rocznym, przy czym podokresami
cyklu w takim przypadku moga by¢ poétrocza, kwartaty, miesigce, a nawet dni.

Wahania sezonowe — wahania o okresie rocznym. U podstaw wystepowania wahan
sezonowych znajdujg sie takie czynniki egzogeniczne, jak klimatyczno-przyrodnicze lub
kalendarzowe (np. czas trwania dnia lub nocy, temperatura, opady).

Wahania cykliczne to dilugookresowe, rytmiczne wahania wartosci zmiennej wokét statego
(przecietnego) poziomu lub wokét trendu badanej zmiennej.

Wahania koniunkturalne to systemowe, falowe wahania rozwoju gospodarki obserwowane
w dluzszych od roku okresach. Analiza tego rodzaju wahan wymaga wieloletnich obserwacji.

Wahania przypadkowe — powodujg pewne odchylenia od zmian regularnych. Sg wynikiem
dziatania przyczyn ubocznych, ujawniajgcych sie nieregularnie.

W celu identyfikacji poszczeg6lnych sktadowych szeregu czasowego dla konkretnej zmiennej
wykorzystuje sie wykresy zaobserwowanych danych. Analiza wykresu szeregu czasowego
pozwala rowniez na wykrycie obserwaciji nietypowych  oraz punktéw zwrotnych

Prawidtowosci rozwoju zjawiska wykryte w szeregach czasowych mozna wyrazi¢ modelem
opisujacym zaleznos¢ poziomu zjawiska od czasu, czyli w postaci funkcji:

ye = f()+g () +& lub y, = f (1) g (t) 10*,

gdzie:

Y, — poziom badanego zjawiska zaobserwowany w chwili t,

f(t) - funkcja trendu,

g,(t) - funkcja wahan okresowych dla 1=1,2,..,L gdzie L oznacza liczbe podokreséw
sktadowej periodycznej,

&, —zmienna losowa, charakteryzujgca efekty oddziatywania wahanh przypadkowych.

Modele powyzsze nazywa sie modelami wahan w czasie odpowiednio typu addytywnego
i multiplikatywnego

Dekompozycj e szeregu czasowego na poszczegodlne sktadowe przeprowadza sie stosujac
odpowiednie metody . Wyodrebnianie tendencji rozwojowej mozna przeprowadzi¢ za
pomocg metody:

1. analitycznej, polegajgcej na oszacowaniu funkcji trendu,

2. mechanicznej, opartej na srednich.

2. MODELE TRENDU
Modele trendu , zwane réwniez modelami tendencji rozwojowej , zawierajg tylko jedng
zmienng objasniajaca, ktdrg jest czas t, czyli:

y. = ft)+e,

gdzie:
f - symbol dowolnej funkciji,
t - zmienna czasowa przyjmujgca najczesciej wartosci t=1,2,...,T,
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Y, - zmienna objasniana,

&, - sktadnik losowy.

Zadanie wyznaczenia funkcji f(t) jest nazywane wygtadzaniem (wyrGwnywaniem) szeregu
czasowego.

Analityczna metoda wyréwnywania szeregdéw czasowych polega na takim dopasowaniu
funkcji f(t) do danych empirycznych, aby jak najlepiej obrazowata ona o0géing tendencje
rozwojowa, eliminujgc wahania okresowe i przypadkowe.

W zaleznosci od postaci analitycznej funkcji f wyr6znia sie rézne rodzaje trendu. Najczesciej
w praktyce stosuje sie:

- funkcj e liniow g f(t)=L4,+06¢t
Posta¢ trendu liniowego stosowana jest w przypadku, gdy mozna przyja¢ zatozenie
o statych przyrostach wartosci zmiennej y w jednostce czasu. Wtedy parametr 3 wyraza
staty przyrost z okresu na okres wartosci zmiennej objasnianej. Funkcje powyzszg mozna
oszacowac za pomocg MNK.

- funkcj e wielomianow a fR)=46,+Bt+..+ B t"
Kazdg funkcje ciggta i ograniczong mozna w skonczonym przedziale aproksymowac
wielomianem odpowiedniego stopnia. Korzystajgc wiec z funkcji wielomianowej trendu
mozemy uzyskaC¢ wysokg zgodnos¢ modelu z obserwacjami empirycznymi. Nie ma
jednak gwarancji, ze otrzymana funkcja trendu réwnie dobrze opisze zmiany zmiennej y

w przysziosci. W wypadku wielomianowej funkcji trendu stosujgc odpowiednie
podstawienia sprowadzamy model do postaci liniowej.

- funkcj e potegow a f(t) = BtA
Te posta¢ funkcji trendu stosuje sie najczesciej w przypadku, gdy wyktadnik S, jest
wiekszy od zera, lecz mniejszy od jednosci, wtedy funkcja powyzsza charakteryzuje sie
malejacym tempem wzrostu. Jest to przykfad funkcji nieliniowej wzgledem parametrow.
Aby sprowadzi¢ jg do postaci liniowej, logarytmujemy obie strony wyrazenia, a nastepnie
szacujemy parametry MNK.

- funkcj e wyktadnicz a f(t) =eo*At
Wiasnoscig charakterystyczng tej funkcji trendu sg state w czasie przyrosty wzgledne.

Przed estymacjg funkcje sprowadzamy jg do postaci liniowej za pomocg logarytmowania
obu stron.

- funkcj e logarytmiczn a f(t)=p5,+ 5 Int
Trend logarytmiczny wybieramy, gdy wzrost badanej zmiennej jest coraz wolniejszy. Po
wprowadzeniu podstawienia t'=Int otrzymujemy réwnanie liniowe, ktérego parametry
szacuje sie MNK. Jest to wiec przyklad trendu nieliniowego, ale liniowego wzgledem
parametrow.
: , B
- funkcj e logistyczn fit)=—"—
] @ logistyczn a 0= T
Klasyczne podej $cie do okre $lenia stopnia wielomianu b edacego funkcj a trendu.
Rozpatrzmy cigg wielomianéw postaci:

fo (1) = Boo
f1(t) = Bio + Lt
fo(t) = Bog + Bt + ﬁzztz

Kazdemu z tych wielomianéw odpowiada model trendu postaci:
Y = fi(®) +& iON
Kazdy z tych modeli moze by¢ szacowany MNK.
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Dla modelu trendu wielomianowego stopnia i wyznacza sie wariancje sktadnika resztowego:

Z(yt _9t)2
32 — t=1

n—-i-1
Formutujemy hipoteze H, orzekajgca, ze wariancja 0,23_1 sktadnika losowego modelu

odpowiadajacego wielomianowi f,_(t) rézni si¢ od wariancji 0,23 skfadnika losowego modelu
odpowiadajacego wielomianowi f,(t) jedynie wskutek przyczyn losowych, a zatem:

v a2 g2
Hy:0p1 =0,
Jezeli hipoteza H, jest prawdziwa, to zmienna losowa F = Sf)_l/S,ZJ ma rozktad F-Snedecora,

przy czym S? oznacza oszacowanie wariancji sktadnika losowego & w modelu trendu
wielomianowego stopnia i.

Obieramy poziom istotnosci @ i z tablic odczytujemy warto$¢ krytyczng F .

Jezeli F>F', to uznajemy, ze stopien wielomianu nie jest jeszcze wyznaczony
i kontynuujemy badanie (postugujemy sie ilorazem S. przez Si.,).

Jezeli F <F’, to uznajemy, ze szukanym wielomianem jest fpa(t).

3. WYGLADZANIE SZEREGU CZASOWEGO METOD A SREDNIEJ

RUCHOMEJ
Idea wyréwnywania szeregu czasowego za pomocg srednich ruchomych polega na
zastgpieniu pierwotnych wartosci zmiennej sSrednimi arytmetycznymi, obliczanymi
sekwencyjnie dla wybranej liczby obserwaciji.
Najtatwiej wyznacza sie tzw. prost g sredni g ruchom a:

_ 1<
y = >y dlat=k

k-1~
2 k i=t—k+1

Wyznaczone wartosci $rednie przyporzadkowuje sig¢ srodkowym obserwacjom, na ktorych
podstawie obliczono srednie. Srednie te bywajg nazywane $rednimi fancuchowymi ze
wzgledu na wzajemne zazebianie sie okreséw biorgcych udziat w liczeniu.

3-okresowa $rednia ruchoma dla T-elementowego szeregu czasowego:

Y1+Y2+y31y:Y2+y3+Y4 y _YrotYratyr
3 ° 3 T 3
W sytuacji, kiedy srednie ruchome majg by¢ wykorzystane do eliminacji wahan okresowych,
muszg obejmowa¢ Scisle  okreslona liczbe jednostek czasu, odpowiadajgcg
zaobserwowanemu cyklowi wahan. Na przyktad pojawienie sie wahan przy danych
kwartalnych oznacza potrzebe zastosowania 4-okresowej Sredniej ruchomej, a wahan dla
danych miesiecznych — sredniej 12-okresowe;.
Pojawia sie wtedy problem liczenia srednich ruchomych z parzystej liczby okreséw, sg to
tzw. Srednie scentrowane , ktére wyznacza sie zgodnie z relacja:
_ 1.1 <. .1
Tk T Gt DY+ ) dia tzk+1

i=t—k+1

Y, =

gdzie:
Yy, —wartosci srednich ruchomych obliczone dla kolejnych podokreséw,
k  —krok usredniania.
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Przyktadowo srednie scentrowane 4- okresowe wyznaczymy nastepujgco:

V. = 05ly, +y,+y;+y, +05[yy, o Vo, = 050y, s+ V¥ s+ VYr,+Y;,+050y;

3 4 ' T-2 4

Wady mechanicznej metody wyréwnywania szeregéw czasowych:
- skracanie szeregéw czasowych,
- brak mozliwosci przedstawienia trendu w formie matematycznej funkcji trendu.

4. STACJONARNO SC PROCESOW STOCHASTYCZNYCH

Proces stochastyczny {Y jest rodzing zmiennych losowych o wartosciach rzeczywistych
indeksowanych przez t, gdzie t oznacza czas.

Kazdy element Yy, Ya,..., Y; procesu stochastycznego {Y;} jest zmienng losowa.

Szereg czasowy jest jedng z realizacji procesu stochastycznego.

Ws$rdd modeli szeregébw czasowych najczesciej stosowane sg modele opisujgce procesy
stacjonarne . Procesy stacjonarne charakteryzujg sie tym, ze majg stalg wariancje, a ich
wartosci w poszczegdélnych momentach czasu oscylujg wokét pewnego, wzglednie statego
poziomu, ktory jest poziomem $rednim dla catego badanego okresu.

Proces stochastyczny {Y;} jest silnie stacjonarny , jezeli dla dowolnych wartosci ti, t,,..., t,
idla dowolnego k, taczny rozktad prawdopodobienstwa dla {Y,,Y, ,....Y; } jest identyczny
z facznym rozktadem prawdopodobienstwa dla {Y, ., Y, sir--Y; i }-

Proces stochastyczny {Y;} jest stabo stacjonarny , jesli jego Srednia oraz wariancja sg state
i niezalezne od czasu, natomiast kowariancje pomiedzy réwnoleglymi elementami szeregu
zalezg jedynie od odlegtosci tych elementéw.

EM) =4
var(Y,) = o*
CoY;, Yeen) = ¥(h)

Badana zmienna Y, jest stacjonarna , gdy w modelu:
Yo =a+pBY +& *)
parametr Zspetnia nieréwnosé: |8 <1.

Jezeli |41, to zmienna Y; nie jest stacjonarna.

Jezeli |,B| >1, to mamy do czynienia ze zjawiskiem eksplodujagcym w czasie.

Jezeli pB=1 oraz a=0, wowczas mamy do czynienia z procesem bt gdzenia

przypadkowego (random walk without drift).
Jezeli pB=1 oraz a#0, wbdwczas mamy do czynienia z procesem bt gdzenia

przypadkowego z dryfem  (random walk with drift).
Na potrzeby testowania stacjonarnosci zmiennej Y; w praktyce korzystniej jest rownanie (*)

przeksztaici¢ do postaci:
AY, =a+(B-DY +& (**)
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Stacjonarnos¢ Y; zachodzi, gdy (B8-1)U(-2;0). Brak stacjonarnosci z pierwiastkiem
jednostkowym (unit root nonstationarity) ma miejsce w pozostatych przypadkach.
Test Dickeya-Fullera (DF) dla pierwiastka jednostkowego
Przy weryfikacji stacjonarnosci dla modelu typu (*) wykorzystywany jest test DF .
Ho: (-1 =0 proces niestacjonarny; zintegrowany w stopniu co najmniej 1 (1(1))
H,: (B-1D)<0 proces stacjonarny; I1(0)
Szacujemy model (**). Weryfikacja stacjonarnosci odbywa sie przez okreslenie statystycznej
istotnosci parametru (S -1). Wyznaczamy wiec wartos¢ statystyki testowej:
_b-1
emp So_l -

W tablicach dla testu DF znajdujemy dwie wartosci krytyczne: DF, oraz DF, (dla ilosci

DF,

obserwacji n, poziomu istotnosci «a i liczby op6znien m=0).

Jezeli DF,,,<DFy, to Ho odrzucamy.

Jezeli DF

emp

Jezeli DF, < DF,,< DFg , to brak decyzji.

emp =

>DF,, to brak podstaw do odrzucenia Ho.

Wadg testu DF jest jego staba moc. Oznacza to, ze mozemy wskazac niestacjonarnosc
w przypadku, gdy ona nie wystepuje (tzw. prawdopodobienstwo biedu Il rodzaju).
Ewentualny brak stacjonarnosci w modelach ekonomicznych jest niekorzystny. Dlatego
zmienne niestacjonarne, czyli z pierwiastkiem jednostkowym, powinny by¢ wylgczane
z szacowanego modelu.

Jezeli w tescie DF brak podstaw do odrzucenia Hy, w dalszej kolejnosci w analogiczny
sposob weryfikujemy stacjonarnos¢ zmiennej AY; =Y, —Y,_,.

Tym razem badamy model postaci AAY, =a + (8 -DAY,_, +¢&,.

Brak stacjonarnosci dla pewnej zmiennej nie wyklucza stacjonarnosci dla jej dalszych
przyrostow.

W praktyce powyzej przedstawiona weryfikacja jest niewystarczajgca do wskazania
wystepowania pierwiastka jednostkowego. Niestacjonarny szereg Y, moze mie¢ rézne zrédta
braku stacjonarnosci; na przyktad liniowy trend deterministyczny , jak i wystepowanie
pierwiastka jednostkowego (trend stochastyczny ).

Dla modelu (*) posta¢ uwzgledniajgca trend jest nastepujaca: Y, =a + BY,, + & +¢&,.
Weryfikacja modelu z trendem ma wiele analogii do przypadku wczesniej omawianego
modelu bez trendu. W przypadku niestacjonarnej zmiennej Y, ktora okaze sie stacjonarnym
procesem w modelu uwzgledniajagcym trend, mozemy powiedzieC, iz taki proces jest
stacjonarny wzgl edem trendu (trend stationary).

Test ADF (Augmented Dickey-Fuller)
W przypadku jezeli pewna zmienna (Y;) wystepuje w modelu z iloscig op6znien réwna p, to jej
stacjonarnos¢ powinna by¢ weryfikowana w oparciu 0 model autoregresyjny.
Dla modelu, ktéry uwzglednia trend oraz zmienng Y; z seryjng korelacjg, podstawg do
weryfikacji jest nastepujgca formuta:

A, =a+(B-DYq +y Ayt AY  t A +E
Znajdujemy optymalne opo6znienie p dla zmiennej Y oraz okreslamy istotnos$¢ statej i trendu.
Nastepnie uwage poswiecamy testowaniu parametru (8 -1).
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Jezeli pewna zmienna jest stacjonarna, to jest zintegrowana w stopniu zero (zapis: 1(0)).
Kazdy proces ze wzgledu na poziom integracji mozemy zapisac, jako I(d), gdzie d oznacza
stopien integracji. Stopien integracji oznacza ilos¢ koniecznych do wyznaczenia r6znic dla
danej zmiennej, aby osiggna¢ 1(0).

Przyktadowo, jesli Y; - zmienna niestacjonarna, a AY; - zmienna stacjonarna, to:
AY, jest szeregiem zintegrowanym w stopniu d = 0; AY; ~ 1(0),
Y, jest procesem zintegrowanym w stopniu d = 1; Y, ~ I(1).

5. MODELE AR, MA, ARMA | ARIMA

Czesto w przypadku modeli szeregéw czasowych zaklada sie, ze zjawiska ekonomiczne,
bedace procesami stochastycznymi, sg generowane przez siebie same.

Modele autoregresji

Do opisu procesow stacjonarnych przydatne okazujg sie modele autoregresji AR. W modelu
autoregresyjnym biezaca wartos¢ zmiennej objasnianej wyrazona jest przez skonczong
kombinacje jej wartosci poprzednich.

Przyjmijmy, Zze w Kkolejnych chwilach czasu obserwuje sie szereg czasowy postaci:
Yir Yio1s Yieos-- Yy, D€dacy realizacjg stacjonarnego procesu stochastycznego o $redniej .

Oznaczajac przez Y, =Y, — 4 odchylenia od wartosci $redniej procesu, otrzymuje sie szereg
czasowy odchylen czyli: V,,Y,4,Yi-2,-.» do opisu ktérego zastosowa¢ mozna model
autoregresji rz edu p oznaczony jako AR(p):

Vi =0 Yia + P2 Vin +"'+¢pyt—p t&,

gdzie:
& - zmienna losowa o rozktadzie normalnym o sredniej zero i statej wariancji o’
¢, - parametry modelu.

Okreslmy operator przesuniecia wstecz B jako:  B®Y, =V,
Za jego pomoca definiujemy operator autoregresiji rzedu p: ~ ¢(B) =1-¢,B - ¢,B? —...—¢po

Model autoregresji mozna teraz zapisa¢:  @¢(B)Y, = (1-#,B - ¢,B? -.—9,B")Y, =¢

Proces autoregresji rzedu pierwszego AR(1): Y, =@V, + &
Proces autoregresji rzedu drugiego AR(2): Vi =0 Yia T,V T E

Modele sredniej ruchomej
W modelu $redniej ruchomej MA (moving average) zaktada sie, ze Y, zalezy liniowo od

skonczonej liczby q poprzednich wartosci &, .
Przyktadowo, dla procesu AR(1):
Vi =it & = (Yo tE)TE =
=& +PE P (s T €)=

=& +¢‘9t-1+¢25t_2 +---+¢q£t_q +...
Proces s$redniej ruchomejrz edu ¢, co oznacza sie przez MA(Q), jest postaci:

Ve =& — 60~ 06, .. m Oy
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Definiujac operator $redniej ruchomej rzedu gjako:  8(B) =1-6,B-6,B* -...—g,B"
model MA przeksztatca sie do postaci: Yy, =6(B)¢, .

Proces $redniej ruchomej rzedu pierwszego MA(1): Y, =&, - 6&,

Proces sredniej ruchomej rzgdu drugiego MA(2): Vi =& —6,&4 66,

Modele ARMA

W celu osiggniecia lepszego dopasowania modelu do rzeczywistego szeregu czasowego
uzasadnione jest wigczenie do modelu zaréwno czlondéw autoregresji AR(p), jak i sredniej
ruchomej MA(Q).

Mieszany model autoregresjii $redniej ruchomej ARMA( p, q):

YAEY AVARE Y IYAE I ¢pyt_p +&—0& -6, ,—..— Hpst_q

lub inaczej:  @(B)Y, =6(B)s,
Proces ARMA(1,1) ma postaé: Y, =@V, =& — 0.5,

Proces budowy modeli ARMA jest procesem iteracyjnym podzielonym na trzy etapy:
identyfikacje, ktéra ma na celu ustalenie rzeddéw autoregresji i $redniej ruchomej,
a w dalszym postepowaniu: estymacje i weryfikacje.

Celem okreslenia rzedow p i q dla proceséw autoregres;ji i sredniej ruchomej bada sie postac
estymowanych funkcji autokorelacji i autokorelacji czastkowe;j .

Jezeli proces jest AR(p), to funkcja autokorelacji maleje tagodnie, a funkcja autokorelacji
czastkowej urywa sie nagle po op6znieniu p. Jezeli sytuacja jest odwrotna, to znaczy funkcja
autokorelacji czastkowej procesu maleje w sposob tagodny, natomiast funkcja autokorelaciji
urywa sie po opdznieniu g, to proces mozna okresli¢ jako proces MA(Q). W przypadku
procesu mieszanego nie stwierdza sie, ze funkcja autokorelacji czy autokorelacji czastkowej
urywa sie nagle. Funkcja autokorelacji ma w tym przypadku te wtasciwos¢, ze po pierwszych
(p—-q) opodznieniach staje sie zanikajacg kombinacjg funkcji wykfadniczych i sinusoid
ttumionych. Podobnie dzieje sie z funkcjg autokorelacji czastkowej, z tym ze funkcja zaczyna
zauwazalnie zanika¢ po pierwszych (p—q) opdznieniach. Na tej podstawie mozna okresli¢

rzedy p autoregresji i q sredniej ruchomej procesu mieszanego ARMA(p, 0).

Modele procesow niestacjonarnych

Wiele zjawisk gospodarczych ma charakter niestacjonarny, co oznacza, ze nie mozna
wyrézni¢ w ich przebiegu wartosci sredniej, wokot ktorej zjawisko oscyluje.

Niemniej jednak czesto wiasnosci szeregbébw niestacjonarnych sg w pewien sposob
jednorodne. Moze sie okazaé¢, ze mimo iz poziom, wzgledem ktérego zachodzg wahania,
zmienia sie w czasie, to ogélne zachowanie sie szeregu, po uwzglednieniu roznic
w poziomie, bedzie podobne.

Celem osiggniecia stacjonarnosci badanego procesu, o ktéorym zaktadamy, ze jest

zintegrowany w stopniu d, obliczamy d-krotne réznice szeregu vy, (z :AEM).
Do opisu szeregu Zz wykorzystuje sie mieszany model autoregresji i $redniej ruchomej.

Model ten nazywany jest scatkowanym procesem autoregresjii  $redniej ruchomej rzedu
(p,d,q), w skrocie ARIMA (pd,q) .

Np. model ARIMA(2, 1, 2) jest postaci: Ay, = @Ay, + @AY, _, +& —0,&_, —6,E,
Do uzyskania stacjonarnego szeregu Zz wystarcza z reguly wyliczenie pierwszych lub

drugich réznic.
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Zmienne opoéznione - zaréwno objasniajace jak i objasniane - wystepujg bardzo czesto
w modelach ekonometrycznych. Przyczynami ich wystepowania sa;

= czynniki psychologiczne (przyzwyczajenia, bezwtadnosc¢ zachowan, koszt dostosowania),
= czynniki technologiczne (zmiany technologii wymagajgce czasu),

= czynniki instytucjonalno-prawne (zawarte umowy, zobowigzania, kontrakty, lokaty).

im. Fryderyka Skarbka

Model z rozktadem op6 znien DL
(skonczonym lub nieskonczonym):

Yo =a+BoX + BiX g+t B tE

Yo =Q+BoX + BXyt BoXp tot g
W modelu tym wartosci zmiennej objasnianej sg opisywane przez zmienng objasniajaca i jej
wartosci opdznione.
Wspdtczynniki fo, £, B,... mierzg wplyw kolejnych opdznien zmiennej objasniajgcej na
wielkos¢ zmiennej objasnianej.
Wspotczynnik £, nazywamy mno znikiem krotkookresowym . Okresla on $rednig zmiane
zmiennej objasniane] Y, wynikajaca z jednostkowej zmiany zmiennej objasniajgcej X
dokonanej w tym samym czasie co obserwowana zmiana Y,.
Sume wszystkich wspéiczynnikbw S nazywamy mnoznikiem dtugookresowym
i interpretujemy jako zmiane zmiennej objasnianej Y; pod wplywem diugookresowej
jednostkowej zmiany — jednostkowego przyrostu wszystkich wartosci biezacych
i op6znionych — zmiennej objasniajace;.

Model Koycka z niesko nczonym rozktadem op6é znien

Przyjmijmy, ze w modelu wystepuje nieskohczony rozktad opéznien:
Yo =Q+BoX + BiXyt BoX ot t &

Dodatkowo zaktadamy, ze parametry £, malejg geometrycznie, czyli, ze zachodzi:
B =B, k=012,.., 0<A<1.

Parametr A nazywamy stopg zaniku rozktadu opdznien.

Powyzszy model mozemy podda¢ tzw. transformacji Koycka. Zapiszmy model
w nastepujacych dwoch postaciach:

Yo =0+ BoX + By A%y + By Xy ot
Nia = A0+ ABoXy + LA Xy + Bo A X .ot €y
Odejmujgc réwnania stronami otrzymujemy:
Vi =AYiq =a(L=A) + Bo% + & — A&,
Ostatecznie Y, =0, + Ay, + ByX +V,, gdzie: g, =a(l-A) oraz v, =& —A&_,.

Transformacja Koycka sprowadzita model z nieskonczonym rozktadem op6znien do modelu
z opbzniong o jeden okres zmienng objasniana, czyli do modelu autoregresyjnego.

Mnoznik diugookresowy w modelu Koycka wynosi: B, + ByA + By A* + By A° +-- :1'8—0/1_

Model autoregresyjny z rozktadem op6é znien ADL
Y =00+ Y TVt A Yiem t BoX Bt BoXp Tt Bk HE
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7. KOINTEGRACJA SZEREGOW CZASOWYCH
Jezeli w modelu y, =a + Bx +&, zmienne X; oraz Y; sg niestacjonarne, ale sg zintegrowane
w tym samym stopniu d, to moze mieé¢ miejsce regresja pozorna lub kointegracja .

Regresja pozorna miataby miejsce, gdyby X; i Y; posiadaty pierwiastki jednostkowe,
a jednoczesnie wektor sktadnika losowego nie byt stacjonarny (& ~ 1(d), gdzie d > 1).

W wypadku regresji pozornej szacowanie modelu metodg KMNK moze prowadzi¢ do
uzyskania wynikow, ktére nie beda dawaly dobrego ekonometrycznie modelu dla opisu
jakiegos zjawiska. Czesto moze to by¢ trudne do wczes$niejszego wykrycia bez analizy
pierwiastkow jednostkowych, gdyz inne testy np. na istotnos¢ parametrow lub autokorelacje
sktadnika losowego mogg dawac¢ dobre wyniki. RoOwniez wspoétczynnik determinacji liniowej
R? moze by¢ wysoki.

Jedng z metod rozpoznawania, czy zachodzi regresja pozorna, jest test Engle-Grangera. Po
przeksztatceniu rownania Yy, =a+ (% +& do postaci & =Y, —[% nalezy sprawdzi¢, czy

szereg & ~ 1(0). Jezeli szereg & ~ 1(0), wowczas nie mamy do czynienia z regresjg pozorna.

Kointegracja miedzy zmiennymi wystepuje wihasnie, gdy sktadnik losowy modelu
Y, =a+ (% +& jest stacjonarny. Kointegracje rozumiemy jako wystepowanie dynamicznej
zaleznosci w czasie miedzy zmiennymi X; i Y.

W oparciu o zaleznos¢ kointegracyjng dla zmiennych X; i Y; mozna wyznaczy¢ dla nich
postac tzw. rownowagi diugookresowej. R6znica miedzy réwnowagg dtugo- i krotkookresowg
moze byc¢ traktowana jako miara biezagcego niedopasowania omawianego zjawiska. Mozna
ja modelowac¢ i interpretowaé z wykorzystaniem modeli korekty btedem — ECM.

Model korekty bt edem — ECM

Koncepcja konstruowania modeli ECM zwigzana jest z osobami Engle’a i Grangera, ktérzy
poszukiwali zaleznosci mogacych wyznaczacé i rozpoznawaé rdéznice w zaleznosciach krétko-
i diugo-okresowych.

Model w réwnowadze diugookresowej mozna zapisac jako:

Y =a+ B +&, gdzie & =ECM,.
Wtedy model korekty btedem przyjmuje postac:

Ay, =a + BAx +yECM 4 +1;.
Wartos¢ parametru y<0, poniewaz przeciwnie mielibySmy do czynienia z modelem
“eksplodujgcym” w czasie.
Za pomocg modelu ECM mozemy analizowaé zmiany w przyrostach Ay, jako wynik zmian dla
Ax; oraz ECM,g; czyli jak przyrost pewnego zjawiska zalezy od przyrostu zjawiska, ktére go
objasnia oraz btedu w dopasowaniu modelu réwnowagi dtugookresowej do danych
empirycznych.
Gdy Ax, — 0 to ECM.; moze mie¢ szczegdlnie duzy wplyw na Ay. Ow btad moze by¢
traktowany jako biezgca miara niedoszacowania (gdy ECM.; <0) lub przeszacowania (dla
ECM.; > 0) dla oczekiwanej rownowagi diugookresowej wzgledem danych empirycznych.
Parametr y pokazuje, jaka czesc¢ btedu jest korygowana przez model w kolejnym okresie.

Jezeli jest ona zbyt mata, to mozna poda¢ pod watpliwos¢ sens budowy modelu ECM.
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V. PROGNOZOWANIE EKONOMETRYCZNE

1. Prognoza

2. Btedy prognozy

3. Prognozowanie na podstawie modeli tendencji rozw  ojowej
4. Inne metody prognozowania

1. PROGNOZA
Finalnym etapem analizy ekonometrycznej jest wykorzystanie oszacowanego
i zweryfikowanego modelu do prognozy zmiennej objasnianej.

Prognozowanie ekonometryczne oznacza wnioskowanie o przysztosci za pomocg modelu,
ktéry zostat poddany wszechstronnej weryfikacji w poprzednich etapach. Prognoza to
konkretny wynik tego wnioskowania.

Z modelu prognozuje sie przyszte wartosci zmiennej objasnianej (zmiennej prognozowanej)
na podstawie danych przysztych warto$ci zmiennych objasniajgcych.

Termin ,prognozowanie” jest najczesciej uzywany z myslg o przewidywaniu przysziosci,
jednak zasady predykcji ekonometrycznej moga by¢ stosowane i dla danych przekrojowych.

Przy prognozowaniu na podstawie modelu ekonometrycznego powinny byC¢ spetnione

nastepujgce zalozenia:

1. Ma miejsce stabilnos¢ relacji ujetych w modelu, tzn. postaé analityczna, parametry i zbiér
zmiennych objasniajgcych nie zmieniajg sie.

2. Ma miejsce stabilnos¢ rozktadu odchylen losowych modelu.

3. Znane sg wartosci zmiennych objasniajgcych, na podstawie ktérych buduje sie prognoze.

4. Dopuszczalna jest ekstrapolacja modelu poza prébe statystyczna.

Prognoze konkretnej zmiennej stanowi liczba (prognoza punktowa ) lub przedziat liczbowy,
ktéry z okreslonym prawdopodobienstwem zawiera wartos¢ zmiennej prognozowanej
(prognoza przedziatowa ).

Niech oszacowany model ma posta¢ y;, =b, +b x; +...+b,x,, i=1,...,n.
Oznaczmy przez yf,’1 wartos¢ prognozy punktowej zmiennej Y na moment m. Przyjmujac

za wektor wartosci zmiennych objasniajgcych x:nTzl Xim x;mT, prognoze
definiujemy nastepujaco:

P_ * * _ *T
Ym =0y ¥ X+ HD X =X, D

Sposoby okreslenia przysztych wartosci zmiennych objasniajacych moga by¢ nastepujace:

» analiza wartosci przesziych i przyjecie dla okresu prognozowanego np. sredniej wartosci
lub réznych wariantéw wartosci zmiennej (symulacja ekonometryczna),

» zbudowanie odrebnego modelu objasniajgcego przebieg interesujacej zmiennej,

= wykorzystanie metod ekstrapolacji szeregéw czasowych.

Przyktad 7.
Na podstawie 6 obserwacji oszacowano nastepujacy model:
y, =0,43302+0,16798[x;,
gdzie y; — dostawy seréw w tys. ton, x; — dostawy masta w tys. ton.
Jesli chcemy prognozowac, jakie bylyby dostawy seréw w roku 2007 w przypadku dostaw
masta w tym roku na poziomie 70 tys. ton, wyznaczymy prognoze punktowa;

yh s =0,43302 +0,16798 [X,, =0,43302 +0,16798 [70=12]19162
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2. BLEDY PROGNOZY

Przy ocenie jakosci wyznaczonej prognozy punktowej wykorzystuje sie dwa typy btedow:
= oczekiwany biad prognozy (btad ex ante ), nazywany bledem predykcji lub predyktora,
= zrealizowany btad prognozy (btad ex post ), nazywany btedem prognozy.

Niech y. oznacza rzeczywistg warto$¢ zmiennej prognozowanej, natomiast y,, prognoze
punktowa dla tej zmiennej. Wtedy btad prognozy jest réwny y, —yr .

Btad ten jest zmienng losowg o wartosci oczekiwanej rownej zero i odchyleniu standardowym
D(y:n - yrf’])z a\/x:n TXTX)'x;, +1.

Srednim bt edem predykcji ex ante jest estymator odchylenia standardowego btedu
prognozy wyrazajacy sie wzorem:

Vi = Sey X TOXTX) 0, +1,

w ktérym

S. - ocena nieznanego odchylenia standardowego sktadnika losowego o modelu,

x*m - wektor przysztych wartosci zmiennych objasniajacych dla momentu m,

X - macierz obserwacji ha zmiennych objasniajgcych, na podstawie ktérych oszacowany
zostat model.
Btad ex ante wyznaczany jest w momencie budowy prognozy i informuje, o ile oszacowana

wartos¢ zmiennej prognozowanej yr'; odchyla sie Srednio od rzeczywistej wartosci zmiennej
prognozowanej ;.

Do poréwnywania doktadnosci prognoz wyznaczonych dla réznych okreséw czasu lub dla
roznych zmiennych przydatny jest btad wzgledny predykcji postaci:  wv,, =\;—r|‘;‘,.
m
Sredni btad predykcji ex ante wykorzystywany jest do wyznaczenia prognozy przedziatowej
dla pojedynczej wartosci vy, .
(1-a) L 100-procentowy przedziat ufno $ci dla prognozy (inaczej przedziat predykcji ), jest
postaci:
(yrlz -t |Sym; yrz +t Eym) )
gdzie yr'; — prognoza punktowa,
t" - warto$¢ krytyczna z tablic dla rozktadu t-Studenta dla n-k-1 stopni swobody
i poziomu istotnosci a,
V,, - Sredni btad predykcji ex ante.
Z prawdopodobienstwem 1-a mozna twierdzi¢, ze przedziat powyzszy pokryje rzeczywistg
wartos¢ zmiennej prognozowanej y:n.

Btad prognozy ex post wyznacza sie dopiero po dokonaniu pomiaru rzeczywistej wartosci
zmiennej prognozowanej. Jest on roznicg miedzy zaobserwowang wartoscia zmiennej

prognozowanej y,, i wartoscig prognozy vy, :
€n = Ym = Ym

* _ P
Blad wzgledny prognozy ex post okreslony jest jako:  we,, = M
Ym
Do najczesciej stosowanych w praktyce innych miar doktadnosci prognoz ex post naleza;

=  $redni blad (mean error):
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1l e
ME __Z(ym _ym)
T m=1
= Sredni btgd bezwzgledny (mean absolute error):
14
MAE ="y - vh|
T m=1
= $redni absolutny biad procentowy (mean absolute percentage error):
T |y P
Ym = Ym

1
MAPE== E
T Y

= biad sredniokwadratowy (mean squared error):
1o, »
MSE=="(Yn — ¥i)?
T m=1
=  pierwiastek btedu sredniokwadratowego (root mean squared error):
1,
RMSE= \/;Z (Ym = ¥i)?
m=1

gdzie:
y:n - wartosc¢ rzeczywista zmiennej prognozowanej,

100

m=1

Yy, - Wyznaczona prognoza,
T - horyzont prognozy.

3. PROGNOZOWANIE NA PODSTAWIE MODELI TENDENCJI
ROZWOJOWEJ

Prognozowanie na podstawie modelu tendencji rozwojowej Y, = f (t) + g, (t) polega na prostej

ekstrapolacji funkcji trendu (i ewentualnie funkcji g,(t)) przez podstawienie do modelu

W miejsce zmiennej czasowej numeru momentu m, na ktéry wyznacza sie prognoze:

yb = f(m)+g,(m) dla m>n.

Przyktadowo zat6zmy, ze mamy oszacowany model trendu liniowego postaci: ¥, =b, +bt.

Woéwczas prognoze punktowg na moment m-ty wyznacza sie jako: y. =k, +bm.

Przykiad 8.

Zmieniajacy sie w ciggu 12 miesiecy cene pewnego dobra opisuje model trendu:
Yy, =30,08 + 0,55t .

Podstawiajgc t = 13 wyznaczymy prognoze ceny na kolejny miesigc:

v =30,08 +0,5513 =37,23.

Wyodr ebnianie waha A sezonowych przeprowadza sie za pomocg tzw. wskaznika

sezonowo $ci, ktéry mozna wyznaczyc¢

T
L

Ta
L
Z y|+iL Z yl +iL

analitycznie: S = lub mechanicznie: § =
1 ) I—l_
Z y|+iL y|+iL
i=0 i=0
gdzie:

Y, - wartosci teoretyczne wyznaczone na podstawie oszacowanej funkcji trendu,
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Y, - warto$ci $rednich ruchomych obliczone dla kolejnych podokresow,

S - surowe wskazniki sezonowosci,
t=1,2,...,T,1 =1,2,..,L (dla danych kwartalnych L=4, miesiecznych L=12).

L
Suma surowych wskaznikéw sezonowosci powinna byé réwna L, czyli: > S =L.
1=1

Jesli ta relacja nie zachodzi, to nalezy wyznaczy¢ wspoétczynniki skorygowane  postaci:
S =vis

gdzie: v - wspoitczynnik korygujacy, ktory wyznacza sie jako: vV = LL .

=1
Absolutn g wielko $¢ odchyle n sezonowych wyznacza sie z relaciji:

9M=5F-y,

gdzie: y - sredni poziom zjawiska Y,, wyznaczony dla wszystkich obserwacjit=1,2,...,T.

4. INNE METODY PROGNOZOWANIA

Gdy w szeregu czasowym wystepuje skladowa systematyczna w postaci statego
(przecietnego) poziomu i wahania przypadkowe, do prognozowania uzywa sie zwykle
nastepujacych metod:

= metode naiwna,

* metody sredniej ruchomej,

* model wygtadzania wyktadniczego.

Metody te umozliwiajg konstrukcje prognoz krotkookresowych - na jeden kolejny okres.

Metode naiwng mozna stosowac jedynie przy niewielkich wahaniach przypadkowych.
W metodzie tej konstruuje sie prognoze zmiennej na moment t na poziomie zaobserwowanej
wartosci tej zmiennej w momencie t-1, czyli:

P _
Vi = %-1s
gdzie: y - prognoza zmiennej Y wyznaczona na chwile t,
Y-, - wartos¢ zmiennej Y w chwili t-1.

Metody sSredniej ruchomej stosuje sie do prognozowania, gdy poziom zmiennegj
prognozowanej jest prawie staly, z niewielkimi odchyleniami losowymi, a w szeregu
czasowym nie wystepujg inne skladowe.

W metodach tych przyjmuje sie, ze wartos¢ zmiennej prognozowanej w nastepnym okresie
jest rowna $redniej arytmetycznej z k ostatnich wartosci tej zmienne;.

Obliczanie prognozy na podstawie modelu $redniej ruchomej prostej jest nastepujace:

b 1 t-1
Yi =E2yi.
i=t-k
gdzie: y’ - prognoza zmiennej Y wyznaczona na chwile t,
y; - wartos¢ zmiennej Y w chwili i.

Liczba wyrazéw sredniej ruchomej k (stata wygtadzania) jest okre$lana przez prognoste. Jej
wybdr moze by¢ oparty ha minimalizacji wartosci bledu prognozy ex post MAE.

Wygtadzanie wyktadnicze polega na tym, ze szereg czasowy zmiennej prognozowanej
wygtadza sie za pomocg wazonej Sredniej ruchomej, przy czym wagi sg okreslane
wykladniczo. Nowsze obserwacje, ktére zawierajg bardziej aktualne informacje
0 prognozowanym zjawisku, dostajg relatywnie wieksze wagi niz obserwacje starsze
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(postulat postarzania informacji ). Wygtadzanie wyktadnicze moze by¢ oparte na réznych
modelach, w zaleznosci od rodzaju sktadowych szeregu czasowego.
Prosty model wygtadzania wykladniczego moze by¢ stosowany do prognozowania
w przypadku, gdy w szeregu czasowym wystepuje skladowa systematyczna w postaci
statego (przecietnego) poziomu i wahania przypadkowe. Prognoze oblicza sie wtedy
nastepujaco:

ytP =ay,, t+ (1_ 0’) ytp—li all (0’1> J
gdzie:

y',y", - prognozy zmiennej Y wyznaczone na chwile t, t-1,

Y-, - wartos¢ zmiennej Y w chwili t-1,

a - parametr wygtadzania.

Inne popularne modele wyréwnania wykfadniczego to model Browna, model Holta oraz
model z dwoma parametrami wyréwnywania.

35



VI. MODELE ZE ZMIENNYMI JAKO SCIOWYMI

1. Zmienne jako $ciowe w charakterze zmiennych obja $niajacych
2. Wykorzystanie zmiennych jako $ciowych do analizy danych sezonowych
3. Zmienne jako $ciowe w charakterze zmiennych obja $nianych

1. ZMIEN’NE JAKO SCIOWE W CHARAKTERZE ZMIENNYCH

OBJASNIAJACYCH
Aby takie zmienne jakosciowe, jak pte¢, wyksztatcenie, stan cywilny, mogty byc¢
uwzglednione w modelu ekonometrycznym, nalezy dokonaé¢ ich kwantyfikacji za pomocg
zmiennych zero-jedynkowych.
Jesli zmienna jakosciowa odnosi sie do 2 mozliwych wariantow A i B, to mozna zdefiniowaé
odpowiadajaca jej zmienng zero-jedynkows jako:

_ |1, gdyobserwacjaeprezentje wariant A,

' |0, gdyobserwacjaeprezentje wariantB.

Wowczas w modelu
Yi =G taX; +Cz
¢ mierzy Sredni wptyw na zmienng objasniang wariantu A w odniesieniu do wariantu B (przy
takim samym poziomie zmiennej ilosciowej X;).

Przyktad 9.

Oszacowano model: y, =12+0,21x; —0,5z;, w ktérym Y - miesieczne spozycie
stodyczy w kg, X; - miesieczne dochody w tys. zi, Z; - zmienna zero-jedynkowa,
przyjmujacg wartos¢ 1, jesli badana osoba jest mezczyzng oraz wartos¢ 0, gdy
badang osobg jest kobieta.

Po wyeliminowaniu wptywu pfci wzrost miesiecznych dochodoéw o 1 tysigc ztotych
powoduje wzrost miesiecznego spozycia stodyczy Srednio o 0,21 kg. Z kolei przy
takich samych dochodach mezczyzni spozywajg miesiecznie srednio o 0,5 kg
stodyczy mniej niz kobiety.

W przypadku, gdy zmienna jakosciowa odnosi sie do 3 mozliwych wariantéw A, B i C, to
zmienne zero-jedynkowe okresla sie jako:

_ |1, gdyi -taobserwacjaeprezentje wariant A,

e {O, w przeciwnyb przypadkah,

oraz

_ |1, gdyi -taobserwacjaeprezentje wariantB,
- {O, w przeciwnyh przypadkale.
W modelu ze statg nie nalezy uwzglednia¢ zmiennej odnoszacej sie do trzeciego wariantu.
Gdyby bowiem dotgczona zostata zmienna Zs:

_ | L, gdyi -ta obserwacjaeprezentje wariantC,
- {O, w przeciwnyb przypadkah,
wowczas miedzy stalg i zmiennymi Z;, Z,, Zs;, zachodzitaby zaleznos¢ liniowa, zatem nie
bytoby mozliwe jednoznaczne oszacowanie parametréw modelu:
Yi = Bo tayxy + iz + B2y + Bzy tE
W modelu ze stalg, liczba zmiennych reprezentujgcych zmienng jakosciowg musi byc¢
o jeden mniejsza od liczby wariantéw.

3i
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Jesli w modelu y; = S, +ayxy + Bz + 5,2, + B325 + & usuniemy zmienng Z ; odpowiadajaca
wariantowi C, wowczas uzyskamy model:

Vi =B tay + Bizy + Bz + B(1-2, - 2,) + &

Yi=(Bo+B)+aky +(Bi=B3)z1+ (B~ Bs)zy + &

Ocena parametru wystepujgca w modelu przy zmiennej reprezentujgcej dany wariant mierzy
Sredni wplyw na zmienng objasniang tego wariantu odniesiony do wptywu wariantu
pominietego.

2. WYKORZYSTANIE ZMIENNYCH JAKO SCIOWYCH DO ANALIZY
DANYCH SEZONOWYCH

Zmienne jakosciowe moga by¢ takze wykorzystane do analizy danych sezonowych. Jezeli

w badanym zjawisku wystepujg wahania sezonowe, ktére sg liniowe i stale dla

poszczegélnych kwarta+éw, to mozna opisac je w nastepujacy sposob:

IBO +Zﬁm +Zajle t&,

gdzie:

Z, — zmienne zero-jedynkowe przyjmujgce wartos¢ jeden w I-tym kwartale kazdego roku
i wartos¢ zero w pozostatych kwartatach, 1=1,2,3,4,
X; — pozostate zmienne objasniajace, j= 1,2, ...,k

Poniewaz liczba zmiennych reprezentujgcych zmienng jakosciowg musi by¢é o jeden
mniejsza od liczby wariantoéw, podstawiamy z, =1- z]J - Z, — Z3; i otrzymujemy

ﬁo +18121| +ﬁ222| +ﬁ323| +ﬁ4(1 le ZZl ZS) +Zajle +£

j=1
Ostatecznie'

=Vo +Zyz|I +ZO’JX,. +&, i=1,2,...,n,
gdzie Vo—ﬁo"‘ﬁw NW=B-Bi. V2=B-Bs V=5-P.
Oceny ¢ parametréw ) informujg o sredniej wielkosci efektow sezonowych wystepujacych
w kwartale o numerze |, 1=1,2,3, w stosunku do wielkosci zmiennej objasnianej w IV kwatrtale.
Jezeli chcemy uzyska¢ informacje o odchyleniach od Sredniego kwartalnego poziomu

zmiennej objasnianej, to nalezy wyznaczy¢ oceny parametrow 5, 5, Bsi L.

Poniewaz y,=6,+8,, vw=8-0,,1=1,2,3, oraz B, =-B,- B, — 3, to rozwigzania takiego
ukfadu 5 réwnan z 5 niewiadomymi 4, 1=0,1,2,3,4 sg nastepujace:

1 1
,Bo:Vo"'Z(Vl"'Vz"'Vs) /3’1=V1-Z(y1+y2+y3)

1 1
ﬁZZVZ_Z(yl-'-yZ-l-yS) IBS:VS_Z(J/]_+V2+V3)

1
B, =_Z(y1+y2 +V3).
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3. ZMIENNE JAKO SCIOWE W CHARAKTERZE ZMIENNYCH

OBJASNIANYCH
Za pomocg modelu ekonometrycznego mozemy opisywac zachowanie jednostek,
wykorzystujgc przy tym zmienne jakosciowe, najczesciej o charakterze zmiennych zero-
jedynkowych. W wypadku, gdy zachodzi koniecznos¢ uwzglednienia w modelu
ekonometrycznym zmiennej objasnianej, przyjmujacej wartos¢ zero lub jeden (np. decyzja
0 zakupie samochodu), do opisu zjawiska proponuje sie wykorzystanie liniowego modelu
prawdopodobienstwa, modelu logitowego lub modelu probitowego.

Liniowy model prawdopodobie nAstwa ma postaé:
Y =B, +B% .+ B+&, 1=12,...n
gdzie y, to zmienna ukryta oraz

|14, dla y >0
' |0, dla y <0

Model logitowy to model nastepujacy:
yl* = |n(1LPJ :IBO +:B|X:L| +_,,+IBki +&, i=12,...,n,

gdzie y, nazywany jest logitem , a P oznacza prawdopodobienstwo zmiennej zaleznej .
wyznaczane na podstawie rozktadu logistycznego i przyjmujace wartoS¢ z przedziatu (0,1).
Wartos¢ P; wyznaczamy ze wzoru:

= 1 1
T lred  1+o@mmmr g

Gdy y, ~»,to P -1;gdy y ——o,to P -0;agdy y =0,to P=05.

W modelu probitowym wartoS¢ B wyznaczana jest z dystrybuanty rozktadu normalnego i
WYynosi:
Do+ 1

2
R =Py +h ) = [T et

Migdzy parametrami w modelach logitowym i probitowym zachodzi: By =16 [Bopi -

Powyzej opisane modele szacuje sie na podstawie danych indywidualnych przekrojowych.
Zmienng objasniang jest w nich zmienna zero-jedynkowa. Przedstawia ona najczesciej wynik
decyzji ekonomicznej, np. zakup samochodu, udzielenie kredytu, upadtos¢ firmy.

Prognozowanie zmiennej jako s$ciowej zero-jedynkowej polega na wyznaczeniu stanu
jeden lub zero. W wypadku modelu logitowego dla odpowiednich wartosci teoretycznych P,
prognozujemy:

P>05= y, =1 b P,<05= y, =0.
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Sposobem oceny modelu logitowego
Z proby w formie tablicy trafie n:

jest przedstawienie wynikéw prognozy dla jednostek

Przewidywane
Faktyczne V=1 Y=0 Razem
Y=1 Nig Nio Ny,
Y=0 No1 Ngo No,
Razem N, Ng n

Procentowa trafnos¢ prognozowania jest nastepujaca:

nll + r100

. n n
lacznie: — day, =1:—-32 dayY, =0: -2

ng. Ng.
Ny [Ng

Trafno$¢ prognoz oddaje réwniez iloraz szans postaci: IS = ™
Noy Myo

39



VIl. MODELE NIELINIOWE

1. Klasyfikacja modeli nieliniowych
2. Typy modeli nieliniowych stosowane w badaniach e konomicznych
3. Metody estymacji modeli nieliniowych

1. KLASYFIKACJA MODELI NIELINIOWYCH
W ekonometrii czesto wykorzystujemy modele liniowe, gdyz majg prostg interpretacje
ekonomiczna, sg tatwe w estymacji, fatwa jest ich statystyczna weryfikacja, czesto sg
wystarczajgco dobrym przyblizeniem rzeczywistosci ekonomicznej.
W jednoréwnaniowym modelu liniowym :

Yi = Bo * BiXy ot Bixy + &, 151,20,
zmienne objasniajace X;, jak i parametry strukturalne £, pojawiajg si¢ w sposob liniowy.
Jednak w badaniach ekonomicznych pomiedzy zmiennymi czesto wystepujg zaleznosci
nieliniowe, np. zaleznos¢ miedzy naktadami materiatowymi a wielkoscig produkcji koncowej.
W takich sytuacjach do opisu nalezy stosowac odpowiedni model nieliniowy.
Ogolna posta¢ modelu nieliniowego dla wielu zmiennych z addytywnym skfadnikiem
losowym:

Vi = F (e 6) + 5
gdzie f — dowolna funkcja nieliniowa, @- wektor parametréw strukturalnych.

Generalnie modele ekonometryczne mozna podzieli € na:
a. liniowe,
b. nieliniowe:

- ze wzgledu na zmienne objasniajace, np. y, = B, + B.%, + B, X7 + &, ,

- ze wzgledu na parametry, np. y, = B, + ByXy + B X, + &

- ze wzgledu na zmienne objasniajgce i parametry, ale sprowadzalne do modeli
liniowych wzgledem parametréw, np. y, = £, & X% (&,

- Scisle nieliniowe, niesprowadzalne do postaci liniowej, np. y, = ,31+,32e'835*“ +& .

2. TYPY MODELI NIELINIOWYCH STOSOWANE W BADANIACH

EKONOMICZNYCH

Modele liniowe ze wzgl edu na parametry

= Model wielomianowy | —tego stopnia: ¥, =b, +b,x; +b,x2 +...+ b, X,
Model ten, a szczegOlnie wielomian drugiego stopnia, bardzo czesto jest stosowany
w badaniach ekonomicznych do wyjasniania przyrostow wielkosci produkcji w zaleznosci

od poziomu naktadow materialowych. Moze on roéwniez reprezentowaé¢ funkcje
przecietnego kosztu w zaleznosci od wielkosci produkciji.

* Model logarytmiczny : ¥, =h, +bInx; +b,Inx, +...+ b In X
W modelu tym wartosci zmiennych objasniajgcych muszg by¢ dodatnie. Gdy b; > 0, to
przyrostowi zmiennej objasniajacej X; towarzyszg coraz mniejsze przyrosty zmiennej
objasnianej Y (np. przyrost plonu zb6z na jednostke przyrostu nawozenia mineralnego),

a krancowy przyrost Y na jednostke przyrostu X;, czyli :_y =E, jest malejaca funkcjg X;.
X; X

i j
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Model hiperboliczny : y, =h, +&+&+...+&

i X X
W przypadku modelu z jedng zmienng objasniajgcq hiperbola ma asymptote poziomag
y=h,, a jej przebieg zalezy od znaku wspotczynnika b,. Zaleznos¢ jest malejgca, gdy
wspbtczynnik ten jest dodatni, w przeciwnym przypadku rosnaca.

Model z interakcjami : ¥, =hy +bXx; +b,X%; +byX; %
Modele z interakcjami uwzgledniajg to, ze wplyw zmiany jednej zmiennej objasniajacej
zalezy od wartosci przyjmowanej przez inne zmienne objasniajgce. Pochodna czastkowa

Y po Xy, g—y =b, +byx,, jest liniowg funkcjg X,. Jesli X, bedzie interpretowane jako czas,
%

to krancowy przyrost bedzie liniowg funkcjg czasu.

Modele linearyzowalne ze wzgl edu na parametry

Model pot egowy : 9 = byxy X2 L X
Model ten bardzo czesto jest stosowany jako ekonometryczna funkcja produkcji Cobba—

Douglasa lub jako ekonometryczna funkcja popytu. Jego podstawowg wilasnoscig jest
stata elastycznos¢ zmiennej Y wzgledem zmiennych X. Np. w modelu dla produkcji

¥, =51x"?, produkcja wzrasta $rednio 0 0,8% na 1% przyrostu naktadéw.

Model wyktadniczy : ¥, =k, (2% *PeRa 0

Najczesciej uzywa sie podstawy e lub 10. Model wykfadniczy wykorzystywany jest do
okreslania sredniego przyrostu wzglednego zmiennej objasnianej na jednostke przyrostu
bezwzglednego zmiennej objasniajgcej, przy srednim poziomie pozostatych zmiennych
uwzglednionych w modelu. Np. w modelu dla produkcji ¥ =26,2&""* | produkcja
wzrasta $rednio 0 1% na jednostke bezwzglednego przyrostu naktadow.

ax
b+Xx
Funkcja ta stosowana jest do badania zaleznosci pomiedzy dochodem a wydatkami na
dobra pierwszej potrzeby.

Funkcja Térnquista | : y, =

Funkcja Térnquista Il : _alx -0
X +b

Funkcja ta stosowana jest do opisu zaleznosci pomiedzy dochodem a wydatkami na

dobra wyzszego rzedu.

Funkcja Tornquista Ill 9;&;;0)
%

Funkcja ta wykorzystywana jest do opisu zaleznosci pomiedzy dochodem a wydatkami
na dobra luksusowe.

. . ~ a
Funkcja logistyczna : y =——
10y I Trbe™
Funkcja ta nalezy do grupy funkcji s—ksztatltnych. Warto$¢ parametru a okresla poziom

. . . AT . Inb .
nasycenia, czyli maksymalny poziom wartosci zmiennej Y. Dla x =—— punkt przegiecia.
o
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* Model Workinga : Y, =exply, +E)
X

Modele segmentowe

Jezeli w analizie szeregéw czasowych mozemy wyodrebni¢ podokresy, w ktérych zbiory
obserwaciji tatwo opisujg sie réznymi modelami ekonometrycznymi, to tworzymy model
segmentowy. Element szeregu czasowego konczacy jeden segment i jednoczes$nie
zaczynajacy nastepny nazywamy punktem zwrotnym. Najprostszym przypadkiem jest model
kawatkami liniowy; tu kazdy segment to model trendu liniowego.

Brak jest jednolitych regut wyboru postaci analitycznej modelu. Praktykowany jest wybor:
= na podstawie apriorycznej wiedzy o badanym zjawisku:
- jezeli przyrosty Y na jednostke przyrostu X sg stale, to stosujemy model liniowy,
- jezeli elastycznos¢ Y wzgledem X jest stata, to stosujemy model potegowy,
- jezeli Y charakteryzuje sie malejgcymi przyrostami na jednostke przyrostu X, to
stosujemy model logarytmiczny,
- jezeli mamy do czynienia ze statymi wzglednymi przyrostami Y na jednostke przyrostu
bezwzglednego X, to stosujemy model wykfadniczy;
= metodg prob i btedéw - decyzje o wyborze jednej funkcji sposrod wielu innych
podejmujemy na podstawie dopasowania modelu do danych empirycznych, informacji
0 precyzji oszacowan parametrow oraz o rozkladzie reszt;
* na podstawie wykresu korelacyjnego dwéch zmiennych.

3. METODY ESTYMACJI MODELI NIELINIOWYCH

Nieliniowe modele mogg by¢ szacowane na drodze:

» linearyzacji , a nastepnie wyznaczenia ocen parametrow transformowanego modelu
klasyczng metoda najmniejszych kwadratow,

* metod numerycznych estymacji nieliniowej w wypadku modeli $cisle nieliniowych,

» segmentowej estymacji parametréw modeli nieliniowych o segmentach liniowych.

Estymacja parametrow modeli nieliniowych poprzez li nearyzacj
Ogdlna posta¢ modelu liniowego ze wzgledu na parametry:

a(y) =5 + Bifi(& %)+t B OG- %) &

Jesli g(y;) =y, to mowimy, ze mamy do czynienia z modelem bezposrednio liniowym.

Szacowanie parametrow takiego modelu dokonywane jest KMNK przy odpowiednim
przedefiniowaniu zmiennych.

Przyktady:
Funkcja Posta € strukturalna Posta € liniowa Zwi gzek miedzy zmiennymi
logarytmiczna 9i =h, + b, Inx; V. =h +bz z =Inx

wielomianowa | § =l +b,x, +b,x | §, =b, +b,z, +0,2, | z,=%,2, =X

Jesli g(y) jest odwracalna, to model Yy =g (B, + B f(XeXi) + oot BT (Koo X)) + E)
nazywamy modelem linearyzowanym. Model jest linearyzowalny, jesli istnieje jednoznaczne
jego przeksztalcenie, w wyniku ktérego otrzymujemy model liniowy. W tak przeksztatlconym
modelu oceny parametrow szacowane sg KMNK.
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Przyktady funkcji nieliniowych sprowadzalnych do postaci liniowej wzgl. parametrow:

. Posta é R Zwigzek miedzy
Funkcja strukturalna Posta ¢ liniowa parametrami

potegowa ¥ = agx® Iny, =hy +bInx a, =€, 8, =D
wykladnicza ¥ =a0@a1&. Ing =h, +b, [x aozeb",al=b1
wyktadnicza z Al A 1

odwrotno $cig ili:aoe(l"') Inyi_b0+bl; 8, =€e®,a =h
pOthOWO- A ay B X; "' - . , _ bO _ _
wyktadnicza Yi =aXx"€ Iy, =k +byInx +byx a =€, =h,a=b

arabola N a +a, Inx, a - - -
E)garytmiczna §i=apx ™™ | In§ =hy +hinx +b,In’x | 8 =e*,a =b,a, =b,

Metody numeryczne estymacji modeli nieliniowych

Do obliczania ocen parametréw modeli nieliniowych wykorzystuje sie czesto iteracyjne
metody numeryczne. Nieliniowa metoda najmniejszych kwadratow polega na wyznaczeniu
takich oszacowan parametréw, aby funkcja

n 2
Q(6)= Z[yi — 0. % ""’in’gliazv“!gp)]
i=1
osiggata minimum. Tu stosuje sie rdzne procedury iteracyjne; najpopularniejsze z nich to:
= metoda Gaussa-Newtona,
* metoda najszybszego spadku,
= metoda Marquardta.

Metoda Gaussa-Newtona polega na zastagpieniu w kolejnych krokach funkcji f (x;X;,..-,%,6)
jej liniowg aproksymanta, bedacg dwoma pierwszymi skladnikami rozwiniecia funkciji w
szereg Taylora. Do estymacji parametrow &,6,...,6, stosuje sie klasyczng metode
najmniejszych kwadratow. W kroku (I1+1) zamiast 8",80,...,8%9) umieszcza sie oszacowane

wartosci parametrow: 6", 60™,... 60"V, Proces iteracyjny trwa az do osiagnigcia
‘{6?]('*1’ —0}"}/0}"‘ <0, gdzie Jjest z géry ustalong matg liczbg dodatnia.
W metodzie najszybszego spadku realizuje sie proces iteracyjny posuwajgc sie od punktu

_9Q(6) _9Q(6) ey 9Q(6) wektora
06, = 96, 00, '
okreslajgcego kierunek najszybszego spadku funkciji Q(H).

Metoda Marquardta tgczy cechy metod linearyzacji Gaussa-Newtona i najszybszego spadku.

poczatkowego 6,67 ,.-,60 wzdiuz wektora
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VIll. EKONOMETRYCZNA ANALIZA PRODUKCJI | POPYTU

1. Ekonometryczna analiza produkcji
2. Ekonometryczna analiza popytu

1. EKONOMETRYCZNA ANALIZA PRODUKCIJI
Podstawowym narzedziem ekonometrycznej analizy procesu produkcyjnego jest funkcja
produkcji postaci: y= f(X,X,,....X,&), gdzie y - wielko$¢ produkcji, X;,X,,...,X, - wielkosci

czynnikow produkgciji, a € - sktadnik losowy.
Funkcja produkcji stuzy do badania zaleznosci miedzy wielkoscig produkcji, a wielkosciami
czynnikow produkgciji.

Funkcja produkcji moze przyjmowaé rézne postacie analityczne. Zwykle jest funkcjg
nieliniowg, aczkolwiek stosuje sie czasem i funkcje liniowg, pomimo, ze nie spetnia ona
pozadanych wiasnosci.

Ograniczmy sie wstepnie do dwoch czynnikéw: L — nakladdéw pracy oraz K — kapitatu. Dla

uproszczenia zapisu przyjmijmy: Y = f(K,L), Y>0,K>0,L>0.

Niech funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna oraz wykres jej izokwanty bedzie wypukly.

Mozna sformutowaé nastepujace zatozenia, ktére powinna spetnia ¢ funkcja produkcji

1. Produkcyjnos¢ krancowa czynnika produkcji jest dodatnia, czyli pochodne czgstkowe
pierwszego rzedu wzgledem czynnikow produkcji musza by¢ dodatnie: >0, f >0.
Oznacza to, ze zwiekszenie zuzycia danego czynnika powoduje wzrost produkcji.

2. Produkcyjnos¢ krancowa jest malejgca wzgledem naktadéw danego czynnika, czyli
pochodne czgstkowe spelniaja: fxk<0, i <0. Oznacza to, ze krahcowe przyrosty malejg w
miare wzrostu danego naktadu, przy nie zmieniajgcym sie drugim nakiadzie.

3. Krahcowa produkcyjnos¢ jednego czynnika wzrasta przy wzroscie drugiego czynnika,
czyli pochodne mieszane fy = fix > 0.

4. Funkcja f jest jednorodna, czyli: f(aK,aL) = a'-f(K,L), dla a>0. Jednorodno$¢ funkcii
produkcji okresla, jak zareaguje produkcja na zwiekszenie wielkosci naktadow. Dla r=1
jest to wzrost proporcjonalny, dla r>1 ma miejsce rosngca skala produkcji, a dla r<1
malejgca.

5. Czynniki produkcji sg wzajemnie zastepowalne (zachodzi substytucja czynnikéw
produkciji).

Do opisu zaleznosci pomiedzy produkcjg a czynnikami wytwdrczymi najczesciej stosowane
sg trzy postacie modeli ekonometrycznych:

* model liniowy : V. =by +bx; %, ...+ B X
= model wielomianowy stopnia drugiego  : ¥V, =by +byx; +b,x2
= model pot egowy : Vi =boxxz . X, b, >0, =01,...k

Funkcjg o wielu zaletach, powodujgcych czeste jej stosowanie do analizy wspoétzaleznosci
pomiedzy wielkoscig produkcji a naktadami, jest potegowa funkcja Cobba-Douglasa .
Posta¢ dwuczynnikowej funkcji produkcji Cobba-Douglasa:

y=Boxixgee’, B, >0,j=012.
Funkcja Cobba-Douglasa jest nieliniowym modelem ekonometrycznym, ktorego parametry

mozemy oszacowac¢ na drodze linearyzacji lub wykorzystujgc iteracyjne metody estymaciji
nieliniowe;j.
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Badanie elastyczno $ci produkciji

Wspotczynnik elastycznosci okresla stosunek wzglednego przyrostu zmiennej objasnianej do
wzglednego przyrostu zmiennej objasniajgcej, przy niezmienionym poziomie pozostatych
naktadow.

W2z6r na elastyczno $¢ tukow a:

W przypadku znanej postaci analitycznej funkcji produkcji elastyczno $€ punktow a produkciji
y wzgledem naktadu czynnika x; oblicza sie wedtug wzoru:

_Of (X, X500 %) Eﬁ
E, =——= =" X[,
% 0%, y

Dla dwuczynnikowej funkcji Cobba — Douglasa ¥, = byx2x2 :

E. =b Xbl_lD(bzl:-)Xilz oraz E. =b D(bltbxbz‘lg X2 =b
%, ® b, B¢ O 5 Ve 0T TR T nhnd C

Potegowa funkcja produkcji  jest funkcjg o statej elastyczno $ci produkcji . Elastycznosci
wzgledem poszczegdllnych naktaddéw czynnikow produkcji sg rébwne ocenom parametréw
modelu ekonometrycznego b, dlai =1,2,...,k.

Przyktad 10.

Z oszacowanej funkcji produkcji Cobba - Douglasa ¥=12x""x>°" wynika, ze
elastycznosé¢ produkciji wzgledem pierwszego czynnika jest rowna 0,45. Zwiekszenie
wykorzystania tego czynnika o 1% spowoduje przecietny wzrost produkcji o 0,45%,
przy zatozeniu, ze drugi czynnik pozostanie na statym poziomie.

Suma wartosci wspotczynnikéw elastycznosci wzgledem wszystkich czynnikéw produkciji
nazywana jest efektem skali produkciji
Kk
ESP=)» E,, .
ESPokresla procentowy wzrost produkcji, jezeli czynniki produkcji wzrosng o 1%.
= Jezeli ESP= 1, to ma miejsce stata wydajno$¢ czynnikow produkcji (statej korzysci skali),
czyli produkcja wzrasta w tym samym tempie co naktady czynnikdéw produkcji.
= Jezeli ESP> 1, to ma miejsce rosngca wydajnos¢ czynnikow produkcji (rosnace korzysci
skali), czyli tempo przyrostu produkcji jest wyzsze niz czynnikbw produkciji.
= Jezeli ESP < 1, to ma miejsce malejaca wydajnos¢ czynnikédw produkcji (malejace
przychody skali), czyli produkcja przyrasta w tempie wolniejszym niz naktady.
Z przypadkami statej, malejacej i rosngcej skali produkcji zwigzane jest pojecie
jednorodnosci funkcji. Potegowa funkcja produkcji Cobba-Douglasa jest jednorodna,
a stopien jednorodnosci tej funkcji okresla wysokosc efektu skali produkcji.

Warto zauwazy¢, ze w dwuczynnikowym liniowym modelu produkcji elastyczno $¢
produkcji wzgledem nakladdw x; i X, nie jest stala , ale zalezy od poziomu wykorzystania
czynnikow:
L e, = DX

g By TP 4Dy e By X DX

2= 1=
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Izokwanta produkcji to linia jednakowej produkcji, przedstawia ona wszystkie mozliwe
kombinacje czynnikéw produkcji, ktére pozwalajg osiggna¢ tq sama wielko$¢ produkcii.

Badanie przyrostow kra ncowych produkciji

Produkcyjnos¢ krancowa czynnika mowi, o ile przecietnie zmieni sie wielko$¢ produkcji na
jednostke zuzycia czynnika produkcji, przy nie zmienionych nakladach pozostatych
czynnikow. Produkcyjnosc¢ krancowa to odpowiednia pochodna czastkowa funkcji produkcji
wzgledem k-tego czynnika:

PK, =ﬂ.
0%
Dla  dwuczynnikowego liniowego modelu produkcji przyrosty krancowe zmiennej
objasnianej wzgledem j-tej zmiennej objasniajacej wynosza:
F’KX1 :a—%: , PKx :a—%z
0X; )

i s wielkosciami statymi dla wszystkich wartosci x;.

Przyrosty krancowe dla dwuczynnikowej funkcji pot egowej wynosza:

PK,  =h b)) 06)* ,  PK,  =b,(¢)* Ix)*"
x1=xf xlzxf

><2=x(2) xzzxg

i sq r6zne w zaleznosci od wartosci nakladéw.

Badanie substytucji czynnikéw produkcji
Substytucja czynnikéw produkcji polega na mozliwosci zastepowania zuzycia jednego
z czynnikéw innymi czynnikami bez zmiany wielkosci produkcji.
Kranhcowa stopa substytuciji czynnika  x; wzgledem czynnika X:
PK,,

dx PK,,

Krancowa stopa substytucji czynnika x; wzgledem czynnika produkcji X, (czyli zastepowanie
czynnika x; przez czynnik x;) okresla, ile czynnika x, musi by¢ wprowadzone w miejsce
wycofanej jednostki czynnika xi, tak aby produkcja pozostata na tym samym poziomie.

L , , dx, ~ PK, b
Dla liniowej funkcji produkcji: KSS, =—==- =—=
dx PK,, b,
PK, _ by Dhx*™ Ok
Dla potegowej funkcji produkciji: KS e __ Lo 0 1% 2 - b [.ﬁ

% dx PK, b O™ bxt b, X

Przyktad 11.
KSS¢ =-0,2 oznacza, ze przy spadku naktadu pracy L o jednostke, nalezy

zwiekszy¢ nakitad kapitalu K o 0,2 jednostki, tak aby poziom produkcji koncowej
pozostat na tym samym poziomie

Dynamiczne funkcje produkgciji

Do badan mikroekonomicznych w krétkim okresie mozna wykorzysta¢ statyczng funkcje
produkcji. Jednak gdy wielkos¢ produkcji zalezy od czasu, to funkcja produkcji winna miec
charakter dynamiczny. Dynamiczna posta¢ dwuczynnikowej funkcji produkciji:

Yo = VX XzﬂteJH{sl
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Parametr J jest miarg postepu techniczno-organizacyjnego. Jezeli 0 >0, to wielko$¢
produkcji zalezy od efektow tego postepu. Wielkos¢ wzrostu produkcji wynosi wtedy $rednio

(e -1)100% w skali roku.

2. EKONOMETRYCZNA ANALIZA POPYTU

Badania popytu konsumpcyjnego zapoczatkowat w XIX w. Engel. Udowodnit on, ze w miare
wzrostu dochodow ludnosci nastepuje spadek udziatlu wydatkdéw na cele pierwszej potrzeby
(np. zywnos$¢€) i wzrost udziatu wydatkdéw na cele wyzszego rzedu (np. dobra luksusowe).

Zdefiniujmy wspotczynnik elastyczno $ci popytu wzgledem i-tego czynnika:

Ey :ﬂ[j(lr

Ve oox Y
Okresla on, o ile srednio wzrasta lub maleje popyt, gdy czynnik X, wzrasta o 1%, przy
zalozeniu statosci pozostatych czynnikéw.

Dochodowa elastyczno $¢€ popytu - sita reakcji popytu na zmiane dochodu.
Cenowa elastyczno $¢ popytu - sita reakcji popytu na zmiane ceny.
Zazwyczaj wspotczynniki dochodowej elastycznosci popytu sg dodatnie, a cenowej ujemne.

Jesli Ey >1, to popyt jest doskonale elastyczny, Ey =1 - popyt proporcjonalny,
0< E% <1- popyt mato elastyczny, a E% =0 okresla popyt sztywny.

Do badan popytu konsumpcyjnego najczesciej stosuje sie nastepujace modele:

* Model liniowy : Y. =hy +bxg +...+ B X
= Model pot egowy : ¥ = by X X
= Model Workinga : y. = exply, +E)
Stosowany w badaniach wydatkow na )élane dobro w zaleznosci od wydatkéw ogétem.
* Model Térnquista | : Y =%, a>0,b>0

Stosowany do badania zaleznosci pomiedzy dochodem a wydatkami na dobra pierwszej
potrzeby.
* Model Tornquista Il : Y :M, a>0,b>0,c>0
% +b
Stosowany do opisu zaleznosci pomiedzy dochodem a wydatkami na dobra wyzszego
rzedu. Wielkos¢ parametru a wskazuje na poziom nasycenia, czyli poziom do ktérego
wydatki rosng, lecz ktérego nigdy nie przekroczg. Parametr ¢ wskazuje na poziom
dochodéw, przy ktérym pojawiajg sie wydatki na badane dobro.
= Model Térnquista lll : ¢ :M_"_;@, a>0,b>0,c>0
Xi
Stosowany do opisu zaleznosci pomiedzy dochodem a wydatkami na dobra luksusowe.
Parametr ¢ wskazuje poziom dochodu, od ktérego pojawia sie popyt na dobra luksusowe.
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Estymacja parametréw modeli Workinga i Térnquista:

= etap |: sprowadzamy modele do postaci liniowej i oszacujemy ich parametry MNK,

= etap Il: uzyskane oceny parametrow w etapie | stajg sie wartosciami poczatkowymi
w nieliniowej MNK.

Przyktadowo model Tornquista | sprowadza sie do postaci liniowej przeksztaicajac réwnanie

modelowe do postaci: i—‘—=—+—. Po podstawieniach u =— ,6’0—— ,81——
i ax a ax Y

-1 otrzymujemy model liniowy u, = S, + £z + & . Szacujemy go KMNK. Uzyskane oceny
X
bedag parametrami startowymi w iteracyjnej metodzie estymaciji.

Podamy teraz, jak obliczy¢ dochodowg elastycznoéé popytu na podstawie modelu:

=  Workinga: —ﬂEﬁ exp(a+b[—11:)E¢I 2)D X _b
% exp(a+bE1]1) X

=  Tornquista I: E, =§@ a(x+b) ~10ax x(x+b) __b
Y dx (x +b)? ax X+b
= Tornquista ll: E; :@E}éza(X+b)_1®(X_C)E?((X+b): X(b-c)
' % (x+b)? a(x-c)  (x+b)(x—0)
= Tomquistalll:  E, =ﬂ9&=(axz_ach X(x+b) _x+2bx-bc_ x , b
' Yoo dx y X+b ax(x-c) (x+b)(x-c) x-c x+b

Przyktad 12.
Postugujac sie modelem Toérnquista | wyznaczono wspéiczynnik elastycznosci
wydatkéw na konsumpcje wzgledem dochoddéw otrzymujac EV =0,73. Oznacza to,

ze wzrost dochodéw o 1%, powoduje wzrost Sredniego poziomu wydatkéw na
konsumpcje o okoto 0,73%.
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IX. WIELOROWNANIOWE MODELE EKONOMETRYCZNE

1. Klasyfikacja zmiennych

2. Posta € strukturalna i zredukowana modelu

3. Klasyfikacja modeli wieloréwnaniowych

4. Estymacja parametrow modeli wieloréwnaniowych

1. KLASYFIKACJA ZMIENNYCH

W wypadku ztozonych zjawisk ekonomicznych model jednoréwnaniowy tlumaczacy
ksztattowanie sie jednej zmiennej objasnianej moze by¢ niewystarczajgcy. W takim wypadku
konstruujemy model wielorownaniowy - zesp6t réwnan. Kazde z rownan wyjasnia
ksztalttowanie sie jednej zmiennej objasnianej, a zmienna objasniana w jednym réwnaniu,
moze byc¢ objasniajaca w innym réwnaniu.

Model wieloréwnaniowy jest modelem zawierajagcym co najmniej 2 rébwnania. Przynajmniej
jedno réwnanie w modelu musi by¢ stochastyczne.

Przykiad 13.

Nastepujacy model makroekonomiczny jest przykiadem wieloréwnaniowego modelu
ekonometrycznego:

C=aptaY, +a,Cy + &y

Iy =5+ BIR + Bo(Yy = Yiea) + &

Y =C +1 +G

gdzie:

C — konsumpcja ogétem, np. realne wydatki konsumpcyjne w danej gospodarce

w roku t,
Y, — globalny dochdd, np. produkt krajowy brutto, wartos¢ realna w roku t,

I, — inwestycje, np. nakfady brutto na srodki trwate, w cenach statych w roku t,
R — stopa procentowa, np. stopa lombardowa NBP w roku t,
G — wydatki rzagdowe w roku t,
C,_, oraz Y,_; — konsumpcja i globalny dochdéd (zagregowany popyt) z roku
poprzedniego,
&y, €5 — Sktadniki losowe.
Inny model - model rynku w rGwnowadze - sktada sie z 3 rownan:
Q' =a, +aR +&
Q=5 +BPR +&y
Qtd =Q
gdzie:
Q",Q@° — wielko$¢ popytu i podazy w roku t,
P — cena okreslonego dobra,
&, &y — Skiadniki losowe.

W modelach wieloréwnaniowych wystepuja zmienne endogeniczne i egzogeniczne .
Zmienne endogeniczne to te, ktére sg objasniane w jakim$ réwnaniu modelu. Zmienne
egzogeniczne okreslane sg poza modelem. W dynamicznym modelu wieloréwnaniowym
moga wystepowac zmienne z réznych okreséw. Endogeniczne i egzogeniczne zmienne
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moga by¢ nieopo znione, czyli z okresu biezacego, jak i opdznione, czyli z okresow
wczesniejszych.

Zmienne endogeniczne nieopdznione nazywa sie zmiennymi tacznie wspéizale znymi.
OpO6znione zmienne endogeniczne i zmienne egzogeniczne nazywamy zmiennymi z gory
ustalonymi .

Zmienne Nieopdznione Opébznione
, tacznie
Endogeniczne a .
wspotzalezne
Egzogeniczne Z gory ustalone

2. POSTAC STRUKTURALNA | ZREDUKOWANA MODELU
Istniejg dwa sposoby zapisu modeli wielorbwnaniowych. Zapis w postaci strukturalnej i zapis
w postaci zredukowanej.

Posta ¢ strukturalna oddaje rzeczywiste relacje miedzy zmiennymi. Kazde rownanie w tej
postaci objasnia jedng zmienng pozostatymi zmiennymi.

Oznaczmy:
Vit — obserwacja i-tej zmiennej endogenicznej w okresie t, i= 1, 2, ...,m,
Z; — obserwacja j-tej zmiennej z gory ustalonej w okresie t, j= 1, 2,...,k,
B — parametr przy |-tej nieopdznionej zmiennej endogenicznej w i-tym réwnaniu,
li=1,2,...m,
¥ — parametr przy j-tej zmiennej z goéry ustalonej w i-tym réwnaniu, i = 1, 2,..., m,
=1, 2,..., k.

Jesli w pewnym réwnaniu modelowym miataby wystgpi¢ stata, to wprowadzamy fikcyjng
zmienng stale rowng jeden.

Rozwazmy model sktadajgcy sie z m réwnan:

m k
Yt :Z/BJJ Yit +2V1jzjt + &y
=2 j=1

m k

Yat =Z/B2| Yt +ZV2jzjt t &y
1=1 ]:1
1£2

m-1 Kk
Ymt = Z:Bmlylt + Zymjzjt + Emt
=1 j=1
Przenoszac zmienne wspoéizalezne i z géry ustalone na jedng strone dostajemy:
m k
Y — Zﬂll Yie ~ Zylj Zp =&y
=2 i=1

m k

Yo _Zﬁzl Yit _Zyzjzjt =E&x
=1 j=1
122

m-1 k
ymt - Z:Bmlylt - z ymjzjt = £mt
1=1 j=1
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W zapisie macierzowym powyzsza postac strukturalna jest nastepujaca:
BY, +TZ,=¢,,t=1.2,..,n,

gdzie
1 B2 - B Vi1 Voo oo TV
B= =B 1 _:Bzm, Ir= Vo1 TV ot TV ’
_:Bm:l. _:Bmz 1 VY T Vm2 o T Vmk
Vit Zy &y
Y, = y:2t ' Z = Z:2t ' & = £:2t
Yt Zy Emt

W postaci zredukowanej modelu w kazdym réwnaniu wystepuje tylko jedna zmienna
endogeniczna nieopOzniona, ta ktora jest wyjasniana roéwnaniem, wszystkie pozostate

zmienne sg z gory ustalone. Zakladamy istnienie macierzy odwrotnej B, Dokonajmy
przeksztatcenia rownania BY, +I'Z, =g, :

B™BY, +BTZ, =B,.
Y, =-B7TZ, +B7,.
Oznaczamy I =-B7'T', n, =B, i otrzymujemy posta & zredukowan g modelu :
Y, =1IZ, +n,.
Inaczej:
Y = ThaZy + T2y + .o Ty Z 1]y
Yor = TlpyZy + TlypZp * ...+ Ty Z +1]

ymt = nmlzlt + anZZt Tt nmkzkt +/7mt
Postac zredukowana jest wygodna do szacowania parametrow modelu.

3. KLASYFIKACJA MODELI WIELOROWNANIOWYCH

Modele wielorbwnaniowe dzielimy na trzy rozt aczne klasy ze wzgledu na powigzania
wystepujace miedzy nieopdznionymi zmiennymi endogenicznymi:

a. modele proste,

b. modele rekurencyjne,

c. modele o réwnaniach wspétzaleznych.

Model jest modelem prostym , jesli zmienne endogeniczne nieopdznione nie sg ze sobg
wzajemnie powigzane.

Model jest modelem rekurencyjnym , jesli powstaje tarncuch zmiennych endogenicznych
nieopéznionych (powigzania pomiedzy zmiennymi modelu sa jednokierunkowe).
W réwnaniach objasniajacych zmienng Y, pojawiajg sie zmienne Y; dla j<k, nie pojawiajg sie
zas zmienne Y; dla j>k.

Model jest modelem o réwnaniach wspéizale znych, jesli nie jest ani modelem prostym, ani
rekurencyjnym. W tym modelu pojawiajg sie zmienne nieop6znione endogeniczne
jednoczesnie od siebie zalezne (pomiedzy zmiennymi endogenicznymi istnieje co najmniej
jedno sprzezenie zwrotne).
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Jezeli macierz B wspoétczynnikéw przy nieopdznionych zmiennych endogenicznych jest:

= diagonalna, to rozwazany model jest modelem prostym,

= trojkatna lub moze by¢ sprowadzona do tréjkatnej poprzez przenumerowanie zmiennych
i rownahn w modelu, to rozwazany model jest modelem rekurencyjnym,

» ani diagonalna, ani tréjkatna, to model jest modelem o réwnaniach wspotzaleznych.

4, ESTYMACJA PARAMETROW MODELI WIELOROWNANIOWYCH

Modele proste , charakteryzujgce sie brakiem powigzan miedzy zmiennymi endogenicznymi
nieop6znionymi wystepujacymi w poszczegoélnych réwnaniach modelu, mozemy traktowac
tak, jakby skiadaly sie z osobnych modeli jednoréwnaniowych. Wtedy osobno kazde
réwnanie szacujemy klasyczng metodg najmniejszych kwadratéw.

W przypadku modelu rekurencyjnego  przenumerowujemy rownania tak, aby macierz
parametrow przy nieop6znionych zmiennych endogenicznych byla macierzg tréjkatna.
Szacujemy nastepnie parametry pierwszego réwnania, w ktérym w charakterze zmiennych
objasniajgcych wystepujg jedynie zmienne z gory ustalone. Na podstawie oszacowanych
parametréw pierwszego rOwnania wyznaczamy wartosci teoretyczne nieopdznionej zmiennej
endogenicznej. W kolejnych rownaniach, gdzie w charakterze zmiennych objasniajgcych
wystepuja nieopdznione zmiennej endogeniczne, przy estymacji parametréw zamiast
wartosci empirycznych uwzgledniamy wartosci teoretyczne tych zmiennych.

Gdy model jest modelem o réwnaniach  gcznie wspotzale znych, sprowadzamy model do
postaci zredukowanej. W postaci zredukowanej badany model jest modelem prostym. Jesli
sktadniki losowe z réznych réwnan sg niezalezne stosujemy do kazdego z nich MNK.

Nie zawsze jednak na podstawie parametrow postaci zredukowanej modelu mozna okresli¢
parametry postaci strukturalnej. Problem ten znany jest pod nazwa problemu identyfikacji

Model jest identyfikowalny jesli na podstawie parametrow postaci zredukowanej mozna
wyznaczy¢ wszystkie parametry postaci strukturalnej.

Dane rownanie strukturalne jest identyfikowalne, jesli wszystkie jego parametry mozna
wyznaczy¢ na podstawie znajomosci postaci zredukowanej. Model jest identyfikowalny, gdy
kazde réwnanie strukturalne jest identyfikowalne.

W problemie identyfikacji mozliwe sg 3 sytuacije:

1. Nie jest mozliwe wyznaczenie wszystkich parametréw réwnania strukturalnego na
podstawie znajomosci parametrow postaci zredukowanej modelu — réwnanie jest
nieidentyfikowalne

2. Na podstawie znajomosci parametréw postaci zredukowanej modelu mozna w sposéb
jednoznaczny okresli¢ parametry réwnania strukturalnego — rGwnanie jest jednoznacznie
identyfikowalne .

3. Jesli parametry réwnania strukturalnego mozna wyznaczy¢ na podstawie parametréw
postaci zredukowanej w sposéb niejednoznaczny, to méwimy o réwnaniu
niejednoznacznie identyfikowalnym

Problem identyfikacji polega na rozstrzygnieciu, czy uktad réwnan BII = —I" ma rozwigzanie;

jesli tak, to jakie: jednoznaczne, czy niejednoznaczne?

Warunek wymiaru: Warunkiem koniecznym identyfikowalnosci danego réwnania jest, by
liczba zmiennych z gory ustalonych niewystepujacych w tym rownaniu byla wieksza badz
réwna liczbie nieop6znionych zmiennych endogenicznych wystepujacych w tym réwnaniu
pomniejszonej o jeden. Je$li okaze sie rOwna, to rownanie moze by¢ jednoznacznie
identyfikowalne, natomiast jesli wieksza to moze by¢ niejednoznacznie identyfikowalne.
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Warunek rz edu: Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby i-te réwnanie modelu
skladajgcego sie z m rownan byto identyfikowalne, jest by macierz utworzona z parametrow
znajdujacych sie przy zmiennych, ktére sg w modelu, ale nie wystepujg w i-tym réwnaniu
byta rzedu m-1.

Identyfikowalnos¢ modelu nalezy sprawdzi¢ przed przystgpieniem do estymacji jego
parametrow. Jesli okaze sie, ze pewne réwnanie modelu nie jest identyfikowalne, wéwczas
jego parametréw nie da sie oszacowacé. RoOwniez nie kazda metoda estymacji moze by¢
zastosowana w przypadku niejednoznacznej identyfikowalnosci. W przypadku model
identyfikowalnych albo jednoznacznie, albo niejednoznacznie, metodg szacowania
parametrow jest podwojna metoda najmniejszych kwadratow (2MNK). Inng popularng
metodg szacowania parametrow modelu jednoznacznie identyfikowalnego jest posrednia
metoda najmniejszych kwadratéw
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